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Curve e coniche.

Talvolta le curve nel piano sono date non in coordinate cartesiani ma polari, ovvero per mezzo una
assegnata coppia di funzioni (p(u),#(u)) di un certo parametro u € I, tale che p: I - Rt ef: I — J,
intendendo che y(u) = (p(u) cos 6(u), p(u) sin 6(u))T. Nei seguenti esercizi le curve sono date in questa
parametrizzazione.

Esercizio 0.1 (Cardioide) — La coppia di funzioni
p(u) =1+ cosu, 0 = u, u € [0, 27]

descrive una cardioide, curva che si puo pensare come tracciata da un punto sul bordo di un disco che ruota su
un altro disco nel piano. Se ne calcoli la lunghezza.

Esercizio 0.2 (Spirale di Archimede) — Consideriamo la cosiddetta spirale di Archimede nel piano, parame-
trizzata in coordinate polari come
p(u) = % 6(u) =u+g, ueR*

dove a € RT & un parametro della spirale. Sia P il punto della spirale corrispondente a u = 27. Con riferimento
alla Fig. 1, tracciamo la tangente alla spirale in P e sia @ il punto di intersezione della tangente con ’asse delle
ascisse. Si dimostri che il triangolo PQO ha area uguale al cerchio di centro O passante per P, risultato dovuto
ad Archimede (Sulle spirali, 225 a.C. circa).

Esercizio 0.3 (Spirale logaritmica) — Un ramo di spirale logaritmica & la curva 4 in R? descritta dalle
coordinate polari

p(u) =€, O(u)=u, ue (~00,d],
dove k > 0. Si calcoli la lunghezza della curva. Con riferimento alla Fig. 1, si dimostri che la tangente nel punto
P individuato da <y(u) alla circonferenza con centro O e passante P ha un angolo ¥ con la tangente alla spirale
in P che non dipende da u. Si derivi infine la parametrizzazione intrinseca della curva.

Esercizio 0.4 — Si calcoli la lunghezza del ramo di parabola y = %xz con z € [0,1].
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FIGURA 1. Spirale di Archimede (a sinistra) e logaritmica (centro); sulla destra, cardioide.
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