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CAPITOLO 1

Elementi di algebra lineare e geometria

1. Spazi vettoriali

1.1. Vettori applicati e vettori geometrici. Consideriamo lo spazio ordinario tridimen-
sionale I3, e due punti A e B in esso. Immaginiamo di spostarci, in linea retta, da A a B e
di associare a questo spostamento una freccia, che parte da A e punta in B: chiamiamo questa

freccia vettore applicato AB con punto di applicazione in A e punto finale in B,

2

A

Un vettore applicato e caratterizzato dal suo punto di applicazione, A, da una direzione, un
verso e una lunghezza o modulo. Se A = B, il vettore ¢ detto nullo e viene indicato con 0: la
sua lunghezza € zero e la sua direzione e il suo verso non sono definiti. Due vettori E eC
sono equipollenti se hanno stessa direzione (ovvero giacciono su rette parallele), stessa lunghezza
e stesso verso. L’equipollenza ¢ una relazione di equivalenza e un vettore geometrico (o vettore
libero) corrisponde ad una classe di equivalenza secondo equipollenza. Uno specifico vettore
applicato e percio un rappresentante di questa classe di equivalenza, mentre tutti i vettori con
stessa direzione, stessa lunghezza e stesso verso corrispondono allo stesso “vettore geometrico”.
Indicheremo una tale classe di equivalenza con una lettera minuscola in grassetto, per esempio
v, e con V l'insieme di queste classi di equivalenza, ovvero I'insieme dei vettori liberi. Possiamo
immaginare V come 'insieme di tutti i vettori di qualsivoglia direzione, lunghezza e verso ma
“privi di punto di applicazione”, ovvero liberi di essere applicati in un punto a piacimento.
1.1.1. Somme tra vettori liberi e prodotti per scalari. Dati due vettori geometrici v e u, &
intuitivo definire la loro somma v 4+ u concatenando v con u: se immaginiamo questi vettori
come spostamenti, ha senso che lo spostamento v 4+ u a partire da un certo punto O corrisponda
al punto in cui si arriva spostandosi prima di w e poi di v, o equivalentemente prima di v e poi
di u. Piu precisamente, si applica prima u ad un punto generico, sia O, e si ottiene il vettore
O—1>4 che parte da O e arriva nella nostra tappa intermedia A, e, consecutivamente, si applica un
rappresentante di v in A che punta verso la destinazione finale B: il vettore OB che descrive
lo spostamento da O a B &, per definizione, un rappresentante di v + w. La costruzione ora
descritta corrisponde alla cosiddetta regola del parallelogramma, ed € equivalente a immaginare
u e v applicati allo stesso punto O e costruire su di essi un parallelogramma, la cui diagonale
con estremo in O corrisponde al vettore somma avente punto di partenza O e punto di arrivo B:

1
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E evidente dalla costruzione stessa che I'operazione € commutativa, ovvero v +u = u + v, e tale
per cui v+ 0 = v. L’operazione di somma che abbiamo definito & anche associativa. Se abbiamo
tre vettori v, u e w, allora

v+ = W =(v+u)+w.

v+u+w

Dato un vettore v, denotiamo con —w il vettore geometrico tale per cui v + (—v) = 0 e diciamo
che —v ¢ opposto di v: questo vettore corrisponde naturalmente ad una freccia con stessa
lunghezza e direzione di v, ma verso opposto.

B possibile anche introdurre 'operazione moltiplicazione per uno scalare ¢ € R: il vettore
cv ha stessa direzione di v, stesso verso se ¢ > 0 e verso opposto se ¢ < 0, e lunghezza uguale
a |c| volte quella di v. Se ¢ = 0, allora cv = 0. Un vettore —v pud essere interpretato come il
risultato del prodotto di v per —1, sicché la differenza tra due vettori & semplicemente la somma
del primo con l'opposto del secondo, u — v = u + (—v). E facile verificare che, se a,b € R,
allora (a + b)v = av + bv, (ab)v = a(bv) e, dati due vettori v e u, a(v + u) = av + au.
Quello che abbiamo costruito ¢ uno spazio vettoriale di vettori geometrici, i cui elementi possono
essere sommati tra loro o moltiplicati per uno scalare in modo da ottenere un nuovo vettore
geometrico. Grazie a queste regole possiamo combinare i vettori geometrici per ottenerne di
nuovi, o cambiarne il verso. Questa struttura algebrica € molto semplice, ma anche ubiqua.

1.2. Spazi vettoriali. Abbiamo descritto una serie di manipolazioni di frecce. L’idea ora
¢ tentare di caratterizzare cosa sia uno spazio vettoriale senza necessariamente avere in mente
una rappresentazione pittorica come quella sopra, ma mantenendone la struttura matemtica.
Vorremmo cioe astrarre le regole introdotte sopra per definire un ente matematico che non abbia
necessariamente a che fare con uno spazio di frecce nello spazio, ma che si comporti come l’insieme
dei vettori liberi dotato delle operazioni di somma e prodotto per uno scalare. Tale oggetto e lo
spazio vettoriale. La costruzione di uno spazio vettoriale richiede ’esistenza di un insieme V di
“vettori” e di un altro insieme di “scalari”, K. Ci limiteremo ad assumere che K sia, a seconda
dei casi @, R o C: cio che importa, in realta, & che abbia la struttura di campo, in modo da dare
un senso a espressioni come a+b o ab quando a,b € K. La definizione di spazio vettoriale ¢ data
come segue.

DEFINIZIONE 1.1 (Spazio vettoriale). Uno spazio vettoriale su un campo K é un insieme non
vuoto V tale per cui esistono due operazioni binarie, ovvero +:V XV — V, detta somma, e
- KXV =V, detta prodotto per uno scalare, con le sequenti proprieta:

e [a somma + €& commutativa e associativa; esiste un elemento neutro 0 € V, ovvero se
v €V, allora v+ 0 =0+ v = v; esiste l’elemento opposto, ovvero se v € V esiste
—v €V tale per cui v + (—v) = 0;

e il prodotto - ¢ distributivo sulla somma di vettori (ovvero a-(v+u) =a-v+a-u per
a €K ev,ueV)esulla somma di scalari (ovvero (a+b)-v=a-v+b-v pera,be K
ev € V); infine Uelemento neutro 1 di K é tale per cui 1-v =v.
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In seguito ometteremo spesso il simbolo -, scrivendo av per intendere a - v. La definizione

precedente si applica ai vettori geometrici, ed € anzi ispirata da essi. Essa si applica anche ai
campi numerici R e € che sono spazi vettoriali su R (e C & spazio vettoriale su C).

Un esempio di spazio vettoriale ¢ dato da V = R?, ovvero lo spazio delle coppie di numeri nella forma

X1
(1.1) .’I::( ), z1,x2 € R.
T2
Dati due vettori @1 e x2, una loro combinazione lineare con coefficienti reali c; e co si ottiene come
T11 T21 C1T11 + C2T21
(1.2) :1:12( ), 1132:( ):>clm1+02w2:< )
12 T22 c1T12 + C2x22

Le operazioni “somma tra vettori” e “prodotto per scalare” soddisfano i requisiti della definizione di
spazio vettoriale.

Esiste una corrispondenza tra R? e il cosiddetto piano cartesiano. Nel piano cartesiano, si hanno
due assi, quello delle ascisse (spesso detto asse ), orizzontale, e quello delle ordinate (spesso detto
asse y), verticale e perpendicolare all’asse delle ascisse. I due assi si incrociano in un punto O detto
origine. Dato questo sistema di riferimento, un punto X nel piano ha coordinate (1) se dista x1
dall’asse delle ordinate e x> dall’asse delle ascisse. Esiste quindi una corrispondenza biunivoca tra i
punti del piano cartesiano e R?: ogni vettore & € R? pud essere associato ad un punto con coordinate
date proprio dalle componenti di @, e possiamo in effetti scrivere @ per significare il punto X nel
piano:

o] 2 4 6 s
Questa rappresentazione grafica aiuta a visualizzare le operazioni tra vettori nello spazio R2. Per
esempio, nella figura sotto ;1 = (i’) e Xy = (i), ed in rosso € rappresentata 2x¢1 + 2 = (g)

2x1 + a2
617 oy
2
27 1 __V: 2z,
It It It \x
2 4 6 8

Questo tipo di rappresentazione grafica tornera utile in seguito per dare un senso geometrico a molti
risultati.

In analogia con il caso precedente, anche V = R?, insieme delle triplette di numeri reali, pud essere
dotato della struttura di spazio vettoriale. Un generico elemento di questo spazio ha la forma
1
(1.3) :c:(ig), x1,x2,z3 € R.
Dati due triplette v e u in R®, una loro combinazione lineare con coefficienti reali a e b si ottiene
come
avi+buy

(1.4) v:(%), u:(%é):av—i—bu:(avﬁbuz)E]RS.

avsz+bus
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Si puo verificare che tutte le proprieta necessarie per poter considerare R? uno spazio vettoriale sono
verificate. Inoltre, come per R?, & possibile costruire una corrispondenza biunivoca tra R® e uno
spazio cartesiano.

T

Per introdurre tale spazio, si parte da un piano cartesiano, con un suo asse x e un suo asse ¥, e si
aggiunge un terzo asse, detto asse z, perpendicolare all’asse delle ascisse e a quello delle coordinate
e passante per la stessa origine O. Questo asse viene orientato in modo che, osservando il piano
cartesiano, la direzione positiva punti verso chi guarda. Dato questo sistema di riferimento, un punto
X nello spazio ha coordinate come in Eq. (1.3) se dista z1 dal piano in cui giacciono gli assi y e z, dista
z2 dal piano in cui giacciono gli assi = e z, e dista x3 dal piano in cui giacciono gli assi z e y. Esiste
cosi una corrispondenza biunivoca tra i punti dello spazio cartesiano e R*: ogni vettore € R® puo
essere associato ad un punto X con coordinate date proprio dagli elementi ordinati di @, e viceversa.
Un vettore € R® pud quindi essere rappresentato come una freccia che parte dall’origine O e arriva
nel punto X associato a . Questa associazione tra R? e uno spazio d-dimensionale con un opportuno
riferimento cartesiano vale per ogni d (anche se naturalmente non esiste una rappresentazione grafica
per d > 3). Torneremo su questo punto in futuro, perché di grande importanza.

Sevi,...,vp € Vecy,...,cp €K, il vettore v = civ1 + --- + cxvr, € V si dice essere una
combinazione lineare di vy, ..., v, a coefficienti ¢y, ..., c;. Il concetto di combinazione lineare &
cruciale e verra usato per caratterizzare molte proprieta di uno spazio vettoriale. Con un leggero
abuso, utilizzeremo la notazione compatta

k
(1.5) Cc1v1 + -+ vy = Zcivi.
i=1

Chiamiamo 'insieme di tutte le combinazioni lineari dei vettori V := {v;}¥_, 1o span di {v;}F_; e
scriviamo Span[V]: esso ¢ cioe 'insieme di tutti i vettori che possono scriversi come in Eq. (1.5)
al variare dei coefficienti cy, ..., c.

DEFINIZIONE 1.2 (Lineare dipendenza). I vettori {v;}%_, sono linearmente dipendenti se
esistono degli scalari {c;}¥_, mon tutti nulli tali per cui

k
(1.6) Zcivi =0;
i=1

diversamente si dicono linearmente indipendenti.

Per definizione, il singolo vettore v & linearmente dipendente se e solo se uguale al vettor nullo.
Viceversa, se v2 = cv1, v1 € V2 sono linearmente dipendenti: due vettori linearmente dipendenti
sono anche detti paralleli. Tre vettori linearmente dipendenti si dicono, invece, complanari. La
definizione implica che in un insieme di vettori linearmente dipendenti, almeno uno di essi puo
sempre esprimersi come combinazione lineare degli altri. Infine, vale la seguente proposizione.
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PROPOSIZIONE 1.1. Se {v;}}_, sono linearmente indipendenti, allora, dati due set di scalari
in K {aibi_y e {bi}is
k k
(17) Zaivi:Zbivi@)ai:bi‘di:l,...,k.
i=1 i=1

Infine, possiamo introdurre il concetto di base.

DEFINIZIONE 1.3 (Base di uno spazio vettoriale). L’insieme B = {b;}¢_ | di d vettori di V
é una base se essi sono linearmente indipendenti e se V.= Span[B].

Questo significa che ogni vettore v € V puo scriversi in maniera unica (per via della Pro-
posizione 1.1) come v = Zle v;b;, con coefficienti v; che sono detti coordinate di v secondo la
base B, e si puo rappresentare v come una collezione di questi coefficienti

v1
vV =
v-d
E importante ricordare che, se v # 0, le coordinate di v dipendono dalla base B. Tuttavia, a base
fissata, ¢’ una corrispondenza biunivoca tra V e K%, e un vettore v € V puo essere identificato
con le sue coordinate v € K% !,

La definizione di base comporta anche che non ¢ possibile avere un set di vettori indipendenti

con piu di d elementi. Vale infatti il seguente

LEMMA 1.2 (Steinitz). Sia B = {b;}{_, una base di V. Allora ogni set {u;}™, di m > d
vettori di V & costituito da elementi linearmente dipendenti. Di conseguenza, ogni base di V ha
d elementi: il numero d prende il nome di dimensione di V, e si scrive d = dim (V)

Data una base B, & possibile quindi costruire un isomorfismo tra un IK-spazio vettoriale
d-dimensionale V e K¢, semplicemente associando ad ogni vettore v le sue coordinate v: la
combinazione lineare c;v; + covy di due vettori v1,v2 € V, con c¢1,co € K, corrisponde alla
combinazione lineare civy + covsy dei vettori delle loro coordinate in K™, e viceversa. Questo ha
una utilita rappresentativa importante. Se d = 2 e IK = R, per esempio, possiamo rappresentare
nel piano i vettori di v utilizzando la rappresentazione cartesiana; possiamo in maniera simile
rappresentare nello spazio i vettori di un R-spazio vettoriale con n = 3.

Lo spazio vettoriale R? su R & costituito da vettori d-dimensionali nella forma
1
xr =
fl/‘.d

In questo caso & facilmente identificata una base canonica B = {e;}%; di d vettori

(1.8) el::('i) 6222(_3') ed::(_?)

che permette di scrivere in maniera univoca qualunque vettore x € R? come
T T
x = 5 =x1€1 + -+ Tg€q — X = M
Q:'d xld
ovvero secondo questa base « coincide con la sequenza ordinata delle sue coordinate x. La dimensione
di R? & pertanto d. Si noti che & possibile scegliere un’altra base e scrivere una diversa rappresen-
tazione di & secondo questa base. Per fissare le idee, consideriamo per esempio d = 2, e si abbia un

n queste note, tenterod di essere consistente ed adottare un grassetto corsivo v per i vettori e un grassetto
senza grazie v per la rappresentazione di tali vettori in termini delle loro coordinate via una certa base.
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vettore

L’insieme By = {b1, b2} con
_ (1 _ (1
bl*(l): b27(*1)

¢ anch’esso una base, e possiamo sempre scrivere
— c1+z2
T1 + X2 T1 — X2 T2

— (%1 — —
az—(zz)— b, + b2>%X—(m13w2 .

2 2 212

Come si vede, una diversa base induce in generale diverse coordinate.

Se si ha un insieme di k < dim V vettori linearmente indipendenti, si pud sempre usarli come
elementi di una base “parziale” da completare.

TEOREMA 1.3 (Teorema della base incompleta). Sia V un K-spazio vettoriale di dimensione
d, e sia {vi}é‘;l un insieme di k < d vettori linearmente indipendenti. E sempre possibile
completare questo insieme con n — k vettori, siano Vyt1,...,V,, in modo che {v;}_, sia una
base.
DIMOSTRAZIONE. Sia By = {b};-izl una base di V e si consideri I'insieme 8 := {v1,..., v, b1,...,ba}.
Essendo tale insieme composto da d + k vettori, questi saranno linearmente dipendenti, e d’altra parte
V = Span[8] (dato che 8 contiene una base). Possiamo quindi estrarre da 8§ una base procedendo
algoritmicamente in questo modo: allo step n-esimo, si valuta se I’'n-esimo vettore della lista € linearmente
dipendente dai primi n — 1: in caso affermativo, si elimina dalla lista, diversamente si mantiene. Questo
algoritmo manterra i primi k elementi (per ipotesi) e scartera d — k elementi di By ottenendo infine una
base completa. [J

1.2.1. Sottospazi vettoriali. Dato uno spazio vettoriale V, & possibile identificare in alcuni
casi un sottospazio vettoriale W, ovvero un sottoinsieme di V che ¢ chiuso sotto le operazioni di
somma e prodotto per uno scalare e si comporta a tutti gli effetti come uno spazio vettoriale a
sé.

DEFINIZIONE 1.4 (Sottospazio vettoriale). Dato un K-spazio vettoriale V, un sottoinsieme
non vuoto W C 'V ¢ un sottospazio vettoriale di V se, per ogni w,w’ € W, w +w’ € W, e per
ogni c € K, se w € W allora cw € W.

Per esempio, se V := {v;}¥_; C V, Span[V] & un sottospazio di V (in particolare, lo & anche
per k = 1). La dimensione di un sottospazio & sempre limitata superiormente dalla dimensione
dello spazio in cui vive: un insieme di vettori di V non puo generare uno spazio di dimensione
pit grande di quella di V (per definizione di dimensione). E interessante notare che se U e W
sono sottospazi vettoriali di V, allora UNW & anche sottospazio vettoriale di V (mentre UU W,
in generale, non lo &).

Se consideriamo V = R?, dato un vettore non nullo w € R? un sottospazio vettoriale pud costruirsi
semplicemente considerando W = {v € V: v = cw, ¢ € R}. Rappresentando gli elementi di W sul
piano cartesiano, si vede che essi corrispondono ai punti di una retta lungo la direzione del vettore
che punta dall’origine alle coordinate di w:

v 5le
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Dati due sottospazi vettoriali U e W di V, & possibile costruire lo spazio somma come
U+W={ut+w:ueclU weW}CV.
Vale il seguente teorema.

TEOREMA 1.4 (Grassmann). Siano U e W sottospazi vettoriali di V, spazio vettoriale di
dimensione finita. Allora

(1.9) dim(U + W) = dim(U) + dim(W) — dim(U N W).

DIMOSTRAZIONE. Indichiamo con n,, la dimensione di U, con n,, la dimensione di W e con d la dimensione
di UNW. Sia B = {v;}, la base dell’intersezione UNW: completiamola in U aggiungendo I'insieme di
vettori By, = {u;}/*,  (in modo che B, UB sia una base di U), e in W aggiungendo I'insieme di vettori
Bw = {w; ?:wfd (in modo che B, UB sia una base di W). Mostriamo che BUB, UB,, & base di U+ W.
Per fare cio, consideriamo una combinazione lineare tipo Z::;d i + Z:L:“fd viw; + Z‘;l Aivi =0
cercando di mostrare che tutti i coefficienti A;, u; e v; devono essere nulli. Chiamando v = ijl Aivi,
u = Z;:l_d Ui € w = Z::l_d v;w;, ’equazione stabilisce che v+u+w =0, ovverou = —v—w € W
che & possibile solo se w = 0. Similmente, w = —v — u € U, che & possibile solo se w = 0. Infine,
questo significa che v = 0. Essendo i tre vettori u, v e w ottenuti come combinazione lineare di vettori
di base, essi sono nulli se i coefficienti della combinazione lineare sono nulli, il che prova che BU B, U B,
¢ un insieme di vettori linearmente indipendenti e, dato che genera lo spazio somma, una base per
esso. Essendo la dimensione di U + W data dal numero di elementi di una sua base, essa ¢ uguale a

Ny —d+nNw —d+d=ny +nw —d. O

Se UNW = {0}, e quindi dim(U N W) = 0, allora si dice che U+ W & una somma diretta
di U e W e si indica con U & W. Lo spazio consiste di tutti i vettori v nella forma v = u 4+ w
con u € U, w € W: tuttavia, nel caso di una somma diretta, questa decomposizione ¢ unica.
Assumendo infatti che esista un’altra coppia tale per cui v = v/ + w’, con v’ € U, w’ € W,
allora dovremmo avere u + w = ¢’ + w’ e quindi u — v’ = w — w’. Ma questa quantita puo
essere solo 0, unico elemento nell’intersezione dei due spazi.

2. Lo spazio delle matrici

Un esempio particolarmente importante e prototipico di spazio vettoriale su K & costituito
dallo spazio delle matrici di elementi in K stesso. Consideriamo due interi positivi m e n. Una
matrice di m X n elementi in KK & una tabella del tipo

ail ai12 . A1n
ag1 a9 . aogn

(1.10) A= . : , au, € KV, v.
Am1 Am2 ceo Qmn

In a,, il primo indice denota la riga dell’elemento nella tabella, il secondo la sua colonna. Lo
spazio delle matrici di m x n elementi in K si denota M,, ,(IK) e scriveremo A = (auy)uw €
M, () per indicare la matrice m x n che ha a,, come elemento nella p-esima riga e v-esima
colonna. Lo spazio M,, ,(K) ¢ dotato della struttura di spazio vettoriale se introduciamo le
seguenti operazioni. Date due matrici A = (au)uw, B = (buw)pw € My (K), e uno scalare
c € K, allora definiamo

(1.11) A+ B = (au + b)) € My, (K), cA = (capy)pw € My, o (K).
Queste operazioni soddisfano le proprieta richieste per rendere IM,, ,,(IK) uno spazio vettoriale
secondo la Definizione 1.1.

Lo spazio M,, ,(K) ha dimensione mn. Per vedere cid basta osservare che una base ¢
costuita dalle matrici E;; = (éiuéjl,) uv, tali per cui tutti i loro elementi sono nulli eccezion fatta
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per 'elemento nella i-esima riga e j-esima colonna, dove compare 1. Usando questa base, ogni
matrice A = (a,w) uv Si puo scrivere, in maniera univoca, come

n n
(1.12) A=>"> auE..
p=1v=1
Ogni matrice A € M,, ,(K) pud essere associata ad una matrice AT € M, ,,(K) detta
trasposta ottenuta invertendo righe con colonne:
ail @12 ... Qin ail a21 ... @m1
(1.13) A= (?.2.1 G2 e ) = AT = (‘?.1.2 a2 “frtz>
Am1l Gm2 .. Amn A1n A2n ... Amn
Si noti che l'operazione di trasposizione ¢ quindi tale da far passare, in generale, da uno spazio
vettoriale ad un altro, ovvero 7: M, ,,,(K) — IM,, ,,(IX). Matrici con n = 1 sono dette vettori
colonna, e per esse viene tipicamente usata la notazione pitt compatta M,, 1 (K) = K™ (abbiamo
gia incontrato, nella precedente sezione, lo spazio vettoriale R™, e R? in special modo, che & un
caso particolare della discussione generale presentata qui).

2.1. Prodotto tra matrici. Oltre alle operazioni di somma tra matrici e prodotto tra ma-
trice e scalare, ¢ possibile definire una nuova operazione, quella di prodotto tra matrici, che coin-
volge, in generale, matrici in diversi spazi vettoriali. Consideriamo una matrice A = (au, ) €
M, 1 (K) e una matrice B = (buu)uw € My (). Allora & possibile introdurre una matrice
C = (¢uw)w = AB € M, ,,,(K) tale che

k
(1.14) Cuy = Zaupbw'
p=1

In particolare, dati due n-vettori colonna u,v € R"

Ul v1
(1.15) u=|---], v:<§)€]R",

il prodotto

n
(1.16) uTv =vTu = Zuyv,, eR
v=1
& detto, per ragioni che vedremo in seguito, prodotto scalare. Chiameremo inoltre la quantita
non negativa

(1.17) o] :==

norma di v. Torneremo in seguito sul concetto di prodotto scalare e norma.

L’operazione di prodotto tra matrici non é abeliana e anzi se n # m il prodotto BA ¢
non definito: invertire l'ordine dei fattori quindi non & in generale ammesso. Anche qualora
I'operazione fosse possibile, ovvero se n = m, AB # BA in generale. Una speciale matrice in
M,, ,(K), che ha il ruolo di “identitad” rispetto al prodotto tra matrici, & la matrice unitd

10 ..0
(1.18) I, = (0 Lo 0)
00 .1
Le proprieta del prodotto tra matrici sono date dalla seguente Proposizione, la cui dimostra-

zione ometteremo (ma che puo essere ottenuta verificando esplicitamente la validita di ogni
affermazione).
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PROPOSIZIONE 2.1 (Proprieta del prodotto tra matrici). Siano A, B € M,, ,(K) e C,D €
M, ,(K), e sia c € K. Allora
(A+ B)C = AC + BC;
A(C+D)=AC+ AD;
A(cC) =c(AC) = (cA)C;
Al,=A=1,A;
(AC)T =CTAT;
(A+B)T=AT+ BT;
(AC)Q = A(CQ) se Q € M, ,(K).

2.2. Matrici quadrate. Lo spazio M, ,,(K) corrisponde al caso di matrici quadrate ed
ha una importanza speciale, dato che & legato, come vedremo dopo, ad un particolare tipo
di applicazioni: lo denoteremo M, (IK), evitando il ridondante doppio pedice. Una matrice
A € M, (K) é detta quadrata di dimensione n.

DEFINIZIONE 2.1 (Matrice simmetrica e antisimmetrica). Una matrice quadrata A € M, (K)
e simmetrica se A = AT e antisimmetrica se A = —AT.

DEFINIZIONE 2.2 (Matrice diagonale). Una matrice quadrata é diagonale se ha la forma
aill 0 ... 0
(1.19) A=W&MW=(??%:9)
0 0 ... ann

ovvero se solo gli elementi fuori dalla sua diagonale sono nulli.

La matrice I,, € un caso particolare di matrice diagonale.
Data una matrice quadrata A, si puo ad essa associare un numero, detto traccia tr(A),
uguale alla somma dei suoi elementi sulla diagonale,

(1.20) tr(A) = i Qup, A € M, (K).

Questo numero rimane inalterato se si prende la trasposta di A, ovvero tr(A) = tr(AT), e
gode della cosiddetta proprietd ciclica, ovvero, date tre matrici A € M, ,(K), B € M, ,(K),
C e M, ,(K), si ha che

n q n p
(121) tI‘(ABC) = Z Zaijbjkcki = Z Z Zc;ﬂ-aijbjk = tI‘(CBA)

i=1j=1k=1 k=1i=1 j=1

2.2.1. Matrice inversa. Le matrici quadrate hanno la caratteristica di avere il prodotto tra
matrici come operazione interna del loro spazio M, (K), ovvero, date A, B € M, (K), allora
AB € M, (K). Inoltre, il fatto che esista una sorta di identita rispetto alla moltiplicazione tra
matrici in M, (K) (ovvero I,,) suggerisce di introdurre la seguente

DEFINIZIONE 2.3 (Matrice inversa). Una matrice quadrata A € M, (K) si dice invertibile se
esiste una matrice quadrata in M, (KK), che denotiamo con A~!, tale che A='A = AA~' =1,.

LEMMA 2.2 (Unicitd). Sia A € M, (K). La sua corrispondente matrice inversa A~!, se
esiste, € unica.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che la tesi non sia vera e procediamo per assurdo, ovvero ammettiamo che
esista una matrice A~! #* A 'taleche A-'A =1,. Allora A~ = A"'AA~' = A~ che & I’'assurdo
cercato. [J

Dalla definizione, (A=!)~! = A e inoltre I, ! = I,,. Infine, vale la seguente
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PROPOSIZIONE 2.3 (Inversa del prodotto). Siano A, B € M,,(K) entrambe dotate di inversa.
Allora (AB)™' = B~ 1A~ ! € M, (K).
DIMOSTRAZIONE. (B™'A™'YAB =1, = B 'A™' = (AB)™" da definizione. O

Non tutte le matrici quadrate sono invertibili. Per esempio, consideriamo la matrice

a=(5 o)

Al = (au 012)
az1 Q22
tale che AA™! = I,. Imporre questa condizione fornisce

o o) G &) =3 %) =6 Y)
0 0 a1 a2 B 0 0 - 0 1

che & un assurdo: la matrice A non & quindi invertibile.

Supponiamo di voler trovare la matrice

Sia dato M, (K) e identifichiamo due sottospazi, ovvero
S.(K)={AeM,(K): M=M"}, A, (K)={MecM,(K): M =-M"},

che corrispondono rispettivamente all’insieme delle matrici simmetriche e all’insieme delle matrici
antisimmetriche. Questi due insiemi sono entrambi spazi vettoriali, come si puo facilmente verificare.
Inoltre,
n(n+ 1)

2
dato che per costruire una matrice simmetrica abbiamo bisogno di specificare
viceversa

dim($,) =

1 .
% valori, mentre

n(n —1)
2
dato che per costruire una matrice antisimmetrica abbiamo bisogno di specificare
valori sulla diagonale sono tutti nulli). Infine, $, N A,, = {0}. Osservando che
nn+1) n(n-—
2 + 2
possiamo concludere che M, (K) = $,(K) & A,(K). In effetti ogni matrice M € M, (K) si puod

scrivere in maniera univoca come

dim(A,) =

@ valori (i

dim($,) +dim(A,,) — dim($, N A,,) = dim($,) + dim(A,,) = D _p2o dim(IM,,),

T _ T
M=S+A4, SZMGSR(K), A:weAn(]K).

11 sottoinsieme di IM,,(IK) dato dalle matrici invertibili si denota GL, (K) ed ha la struttura
di gruppo. Se K = R, all’interno di GL,,(R) si puo identificare O,,(R) delle matrici ortogonals,
ovvero delle matrici A tali per cui A~! = AT: anche questo sottoinsieme ha la struttura di
gruppo ed ¢ detto gruppo ortogonale, talvolta indicato come O(n).

2.2.2. Determinante. Ad ogni matrice quadrata puo essere associato, oltre alla traccia, uno
scalare in K che, come vedremo, ¢ estremamente ricco di informazioni sulle proprieta della matrice
stessa. Questo scalare ¢ il determinante. La sua definizione & relativamente complessa.

DEFINIZIONE 2.4 (Determinante). Data una matrice quadrata A € M,,(K), il suo determi-
nante & definito come

(1.22) det(A) = Y (=1)" ] awws).
=1

oES,
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dove la somma corre su tutte le permutazioni di n elementi e n(c) é la paritd della permutazione
0. Esso si indica talvolta come |A|.

La complicazione e stranezza della definizione sta nella comparsa della somma su tutte le permu-
tazioni di n elementi 8,, e in un prefattore che fa riferimento al numero di trasposizioni n(o) che
producono o, ovvero alla parita della permutazione. La definizione sopra € piuttosto convoluta
e difficile da applicare. Estremamente utile ¢ il seguente teorema, che non dimostriamo, dovuto
a Pierre-Simon Laplace, e che permette di calcolare il determinate “ricorsivamente”.

TEOREMA 2.4 (Teorema di Laplace). Data una matrice quadrata A € M,,(K), il determi-
nante di A & uno scalare in IK definito ricorsivamente come

(1.23) det(A) = " auuw = Y avucyp = (ACT)yp, = (—1)" det(Ay,)
v=1 v=1

indipendentemente da p, dove A,, € M,_1(K) é il minore complementare di a,,, ovvero la
matrice (n—1) X (n—1) ottenuta da A rimuovendo la p-esima riga e la vesima colonna. Inoltre,
per definizione dato uno scalare x € K, det(x) = x.

La matrice C' = (cuv)u € detta matrice dei cofattori, mentre il termine det(A,,) € detto
complemento algebrico di a,.

La definizione sopra & come detto ricorsiva ma permette di ottenere ’espressione del determinante in
tutti i casi partendo dal fatto che il determinante di uno scalare & semplicemente lo scalare stesso.
Per esempio, per n = 2
(1.24) A= (all a12) = det(A) = ai1a22 — ai2a2:1.

a21  a22

Per n = 3 produce la cosiddetta regola di Sarrus

(1.25) A= a2 a2 a3 | = det(A) = ai1a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32
— (31022013 — 32023011 — G33021012.
La regola si pud memorizzare immaginando di disporre gli elementi della matrice come in
a1l a2 a3 a1l 412
Ga21 Q22 G23 G421 Q22
a3z1  asz Q33 4zl a32
e notando che i termini con 4 corrispondono alle diagonali “da alto a sinistra a basso a destra”,
mentre i termini con — corrispondono alle diagonali “da basso a sinistra ad alto a destra”.

Il determinante gode di una serie di proprieta interessanti, elencate nel seguente

TEOREMA 2.5 (Proprieta del determinante). Sia A € M, (K). Allora

n

(1) se A é una matrice diagonale, det(A) = [[;_; ai;.

(2) det(A) = det(AT) (e di conseguenza proprietd riferite alle colonne si applicano anche
alle righe).

(3) Dato uno scalare ¢ € K, det(cA) = ¢ det(A).

(4) Sia a la v-esima colonna di A e supponiamo di scrivere a¥ = cv +u, con v,u € K"
ecekK, ie., ay = cv, +uy,. Allora

ail ...l@1y ... Q1n ail ... W1 Qin ail ... WL ... Q1n
(1.26) det(A)zdet( Y )zcdet< A )+det< S )
An1 Gy Gnn An1 - WUn  Gnn A1 Up  Gnn

Si dice che di conseguenza il determinante € multilineare.
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(5) Sia B € M,,(K); vale la formula di Binet, det(AB) = det(A) det(B).
(6) Il determinante ¢ alternante, ovvero guadagna un segno se due colonne vengono scam-
biate:

ail ... A1k ---[Qqpl ... Q1n ail ... @yl ... A1k --. Q1n
(1.27) det{ : i o )==det|{ : i o).
Anl * " Apk * @yt *** Gnn Anl * - @pgl - QGnk " Gnn
Di conseguenza, det(A) =0 se A ha due righe o colonne identiche.

Le proprieta sopra implicano una serie di fatti molto importanti, che spiegano perché il determi-

nante & una quantita cosi centrale nello studio delle matrici. Anzitutto, consideriamo l’insieme

{a"}7_, delle colonne. Se una colonna puo essere espressa come combinazione lineare di due o piu
. -1 . . . .

altre colonne, per esempio a” = > ¢;a’ con ¢y, .. ., ¢,—1 non tutti nulli, allora il determinante

¢ nullo. Infatti, dalla proprieta (4) abbiamo che

aiil ... Qly ... Qin n—1 aii ... Qiy ... Q15
det(A)_det( oo )_Zcidet< oo )-O,

Anl *** Quny *° Gnn =1 Anl Gy " Ani

dove l'ultima uguaglianza discende dalla proprieta (6). La stessa cosa, per via della proprieta (2),
vale per le righe. In definitiva, det(A) # 0 se e solo se le sue righe sono linearmente indipendenti
e le sue colonne sono linearmente indipendenti, ovvero se lo spazio generato dalle sue righe e
dalle sue colonne ha dimensione n.

Dato che det(I,) = 1, una conseguenza della formula di Binet & che, se A & una matrice
invertibile, det(A~!) = m: questo significa che se det(A) = 0 'inversa non puo esistere (e
in questo senso il determinante determina se una matrice ¢ invertibile o meno). Il ruolo cruciale
del determinante nel calcolo dell’inversa emerge esplicitamente nel seguente importante

TEOREMA 2.6. Sia A € M, (K); sia C la matrice dei suoi cofattori, ovvero la matrice n X n
con elementi
cuy = (1)1 det(A,,).

Allora

(1.28) ATC = det(A)I,.

In particolare, se det(A) # 0, Uinversa di A esiste ed é data da
1

1.29 = T

(1.29) det(A)

DIMOSTRAZIONE. Il lemma & una conseguenza del teorema di Laplace. Infatti, sappiamo che det(A) =
Zp appCup. Occorre solo dimostrare che Zp aupCvp = 0 per p # v. Questa espressione corrisponde al
determinante di una matrice ottenuta da A rimpiazzando la sua v-esima riga con la sua p-esima ed e
nullo proprio perché la matrice risultante ha due righe uguali. [J

3. Sistemi di equazioni lineari

Avendo familiarizzato con le proprieta generali di IM,, ,,(K), possiamo ora considerare una
prima importante applicazione, ovvero il problema della soluzione di sistemi di equazioni lineari,
ovvero sistemi nella forma

a1171 + @122 + -+ + A1 Ty = by

a21%1 + A22%2 + -+ - + A2p Ty, = by

(1.30)

1 T1 + Q2T + -+ GmnTp = b,
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in cui si assume che i coefficienti a,, € K e b, € K siano noti e 'obiettivo ¢ ottenere z,, € K per
ogni v. Indicando con A = (au)uw € My, n(K), b = (b,), € K™, © = (z,), € K", possiamo
scrivere il sistema sopra in una forma molto pit compatta come

(1.31) Az =b.

Il sistema di equazioni & detto omogeneo se b = 0, mentre diversamente ¢ detto non omogeneo.
Ogni sistema ¢ detto compatibile se ha almeno una soluzione: notare che un sistema omogeneo
¢ sempre compatibile, dato che esiste sempre la soluzione banale x = 0. Le soluzioni di questa
equazione corrispondono ad un sottospazio vettoriale detto kernel (o nucleo) della matrice A,
indicato come Ker(A):

(1.32) Ker(A) == {x € R": Az = 0}.

Esso un sottospazio vettoriale, dato che, se @1,z € Ker(A), allora ¢cix1 + coxs € Ker(A) per
qualunque coppia di scalari ¢;, co € K. 1l kernel di A & sempre non vuoto dato che 0 € Ker(A).
La dimensione dim Ker(A) si dice nullitda di A. Se & dato un sistema non omogeneo Az = b,
b # 0, allora il sistema omogeneo ad esso associato € Ax = 0. Se x;, € soluzione del sistema non
omogeneo e xy € Ker(A), una nuova soluzione del sistema non omogeneo puod essere ottenuta
considerando xp + cxg per qualunque ¢ € K. Questo significa che se Ax = b ¢ compatibile, ha
soluzione unica se e solo se dim Ker(A) = 0, ovvero la soluzione del problema omogeneo ¢ la sola
o = 0

3.1. Metodo di eliminazione di Gauss. Risolvere un sistema tipo A = b ¢ un problema
centrale dell’algebra lineare. L’idea generale e utilizzare delle semplici operazioni matriciali per
poter infine ottenere una espressione per la soluzione (o I'insieme di soluzioni) x, se essa esiste, o
concludere che il sistema non ha soluzione se questo ¢ il caso. Un approccio classico e istruttivo
e il cosiddetto metodo di eliminazione elaborato da Carl Friedrich Gauss. Supponiamo di avere
un sistema come in Eq. (1.30) e introduciamo la seguente matrice orlata, ottenuta “incollando”,
ovvero concatenando, la matrice A con il vettore b,

a1l ai2 ... ain | b1
a1 a2z ... azn | b2
(1.33) H=(hp)w=(A]0)={ :
Am1 Am2 - -+ G |

Ogni matrice siffatta corrisponde ad un sistema come in Eq. (1.30). Possiamo eseguire una serie
di operazioni di riga su questa matrice che lasciano inalterato il problema. In particolare

e possiamo moltiplicare una riga per una costante ¢ € K che sia non nulla;
e possiamo scambiare due righe;
e possiamo aggiungere ad una riga un multiplo di un’altra riga.

Questo tipo di operazioni puo essere utilizzato per manipolare H, dato che ciascuna di esse non
cambia, di fatto, il sistema di equazioni lineari associato. Il metodo consiste nell’utilizzare queste
operazioni per semplificare quanto piu possibile le equazioni, procedendo come segue.

Si considera hi; = a11, detto primo pivot, assumendolo diverso da zero (se hy; = 0, si
scambia la prima riga con un’altra che ha primo elemento non nullo, cosa sempre possibile se la
variabile 21 appare nel sistema). A questo punto, per ogni p > 1, si sottrare alla u-esima riga
H,, la prima riga con un adeguato moltiplicatore in modo da annullare tutti gli elementi h,; con
p > 1 (cioé sotto hi1) ovvero
h,ul
hi1
Si ordinano quindi le righe dalla seconda in giti in modo che la nuova seconda riga sia una delle
righe con ’elemento non nullo piu a sinistra. Questo elemento sara il secondo pivot. Si ripete
quindi operazione come sopra, in modo da ottenere zeri sotto al secondo pivot. Si passa cosi alla

hy, > by, — L hy.



14 1. ELEMENTI DI ALGEBRA LINEARE E GEOMETRIA

terza riga, e si ripete la procedura fino ad essere arrivati all’ultima riga. Essendo la procedura
piu semplice a farsi che a dirsi, per chiarire meglio il funzionamento dell’algoritmo, consideriamo
un esempio.

Cerchiamo di risolvere il sistema

2w, + 4xo — 203 = 2 2 4 -2 1 2

(1.34) 4z + 92 — 323 =8 &= 4 9 -3 T2 | = 8

—2a1 — 3wz + Tz = 10 -2 =3 7 3 10
%A,_/H,_/ T/

cosl che la matrice orlata corrispondente &
2 4 -2 2
(1.35) 4 9 -3 8
-2 -3 7 |10
Nella matrice considerata hi1 # 0 e puo essere il nostro primo pivot. Eseguiamo I’operazione richiesta
dall’algoritmo e sostiuiamo la p-esima riga h, con h, — Z—‘l‘llhl. Si ottiene quindi

2 4 -2 2
(1.36) 01 1|4
01 5 [12

Ripetiamo la procedura partendo dalla seconda riga verso il basso. Questa volta il pivot nel nostro
esempio € haa = 1. Si procede come sopra per le righe 1 > 2, ottenendo

2 4 —2]2
(1.37) 01 1 |4
00 48

A questo punto non possiamo procedere oltre. Possiamo pero notare che la matrice ottenuta ha una
struttura particolarmente semplice, che permette una soluzione rapida del sistema. Essa corrisponde
all’insieme di equazioni

2x1 +4x0 — 2203 = 2
(1.38) To+x3 =4

4563 =8
che puo essere risolto dal basso verso l’alto, ovvero risolvendo prima per x3, ottenendo x3 = 2, che

puo essere sostituito nella seconda riga ottenendo z2 = 2 e infine inserendo entrambe queste soluzioni
nella prima equazione, che fornisce 1 = —1, in modo che (z1,z2,z3) = (-1, 2, 2).

L’esempio sopra cattura I'idea del metodo di eliminazione di Gauss, che consiste nel trasfor-
mare la matrice orlata H in una matrice a gradini H* che permette piu facilmente di studiarne
la soluzione.

DEFINIZIONE 3.1 (Matrice a gradini). Una matrice M € M,, ,(K) é detta a gradini se
in ogni Tiga il primo elemento non nullo é a destra del primo elemento mon nullo della Tiga
precedente, mentre le eventuali righe di soli zeri sono le ultime

Una matrice a gradini ha quindi una forma che possiamo pittoricamente come
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dove i punti scuri indicano elementi non nulli. A seguito della procedura di Gauss, la matrice
orlata H diventa a gradini, e i pivot corrispondono alle posizioni indicate dai punti scuri nella
figura sopra, ovvero precisamente alla posizione dei “gradini”. Essendoci al pitu un solo pivot per
riga e colonna, il numero totale di pivot di una matrice a gradini m x n € minore o uguale a
min{n,m}.

Possono naturalmente verificarsi diversi casi che permettono o meno di trovare una soluzione
al sistema. Cominciamo considerando il caso m < n, e supponiamo che m colonne abbiano il
loro pivot. Se m = n e il nostro algoritmo produce una matrice orlata a gradini in questa forma,
allora il sistema ¢ risolubile, esattamente come nell’esempio dato sopra. Essendo la matrice tipo

I'ultima riga fornisce x,, la penultima per z,,_1 e cosi via. In altre parole, in questo caso la
soluzione del sistema € unica. Se m < n, la forma ottenuta sara del tipo

In questo caso non abbiamo sufficienti equazioni per fissare tutte le nostre variabili ;: un colonna
senza pivot € indice della presenza di un’equazione sottodeterminata che ci lascia un arbitrio
nella determinazione di una variabile. Cio significa che, alla fine della procedura, otterremo
uno spazio di soluzioni in cui n — m variabili (per esempio, quelle corrispondenti a colonne
senza pivot) fungeranno da parametri t1, . .., t,_., rispetto ai quali la nostra soluzione sara data.
Assumendo che le n — m colonne senza pivot corrispondano in realtd a parametri (e quindi a
“termini noti”), il sistema residuo ha m incognite che possono essere individuate in funzione
dei parametri tq,...,t,_m. Il fatto che questi n — m parametri possano essere fissati a piacere
e indipendentemente, implica che lo spazio delle soluzioni & (n — m)-dimensionale. Per capire
meglio queste osservazioni, vediamo un esempio.

Consideriamo il sistema,
T1+ 22 = 4 @(1 1 0) zl _(4)
201 — X2 +2x3 =0 2 -1 1 2 0
La matrice orlata e

(1.39) H:(l ! 0‘4).
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Il metodo di Gauss ci fornisce la matrice a gradini

1 1 0 4
14 H* = ( ) .
(4D) 0 -3 1] -12
Le prime due colonne hanno un pivot, ma, per ragioni di dimensione della matrice, non possiamo
assegnare un pivot alla terza, che quindi associamo ad un parametro ¢t. In altre parole, assumiamo
r3 = t, parametro arbitrario, che equivale a lavorare sulla nuova matrice a gradini

(1.41) ((1) _13 —1;—15)'

Di conseguenza, xo = 4 + % ex1 =4 — a0 = —%, per cui le soluzioni sono tutte le terne nella forma
(z1,22,23) = (—t/3,4 4 t/3,t) con t arbitrario: esse costituiscono quindi uno spazio unidimensionale.

Consideriamo il sistema

2x1 +4xo — 223 = 2 2 4 -2 1 2
(1.42) 4z + 8x2 — 3x3 =8 &= 4 8 -3 T2 | = 8
—8z1 — 1632 + 623 = 16 -8 —16 6 3 16

cosi che la matrice orlata e
2 4 -2 2
(1.43) H = 4 8 -3 8
-8 —16 6 |16

Seguiamo la procedura di Gauss. Gia al primo step otteniamo

2 4 —-212
(1.44) 00 1 |4
0 0 1 |4
mentre al secondo
2 4 —-21|2
(1.45) H=[0 0 1 |4
0 0 0|0

Come si vede, una colonna ¢ priva di pivot. L’ultima riga inoltre corrisponde ad una equazione
triviale, 0 = 0. Il nostro sistema & effettivamente equivalente ad un sistema con m = 2 e n = 3, dato
che I'ultima equazione non & informativa (in effetti, & uguale al doppio della secondal). Dalla seconda
equazione otteniamo zsz = 4, ma questo non ¢ sufficiente a trovare tutte le soluzioni dalla prima
equzione, che & 2x1 + 4x2 — 223 = 2 = x1 = —2x2 — 6. Le soluzioni del sistema sono quindi tutte le
terne (x1, 2, x3) = (—2t—6,¢,4) per ogni t € R, ovvero esse costituiscono uno spazio 1-dimensionale.

L’esempio precedente corrisponde ad un caso tipo

zZeri I
1
1

in cui la procedura di Gauss rimuove completamente alcune equazioni (nell’esempio, il metodo
rimuove 'ultima riga, lasciandoci due equazioni per tre incognite). Alcune colonne rimangono
senza pivot, e le corrispondenti variabili possono essere fissate come parametri nello spazio delle
soluzioni.
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Finora abbiamo solo visto casi in cui i pivot compaiono in colonne di A: cid non & neces-
sariamente sempre vero. Se il sistema ¢ incompatibile, infatti, un pivot comparira nell’ultima
colonna, corrispondente a b. Il seguente esempio corrisponde al caso in cui l'ultima riga non
nulla fornisce appunto una inconsistenza.

Cerchiamo di risolvere il sistema

2x1 +4x0 — 223 =2 2 4 -2 T 2
(1.46) 4z + 8x5 — 3z3 = 8 sl 4 8 3)[az|=](3
—221 — 4@z + Txz = 10 -2 -4 7 3 10

cosi che la matrice orlata e

(1.47) H=|4 8 -3|38
-2 -4 7 |10

Seguiamo la procedura di Gauss. Al primo step otteniamo

2 4 -2 2
(1.48) 0 0 1 4
0 0 5 |12
mentre al secondo otteniamo la nostra matrice a gradini
2 4 -2| 2
(1.49) H =(0 0 1 4
0 0 0 |-8
Come si vede, un pivot & comparso nell’ultima colonna: la corrispondente riga corrisponde ad una
equazione falsa, ovvero 0 = —8. Questo significa che il sistema e incompatibile.

Se la matrice a gradini che compare alla fine della procedura ¢ nella forma

Zeri

ovvero un pivot € nella colonna corrispondente a b, questo significa che la riga dove questo pivot
¢ collocato corrisponde all’equazione falsa 0 = b con b # 0, il che & un segnale del fatto che il
sistema e incompatibile.

Il caso m > n si studia in maniera simile: alla fine della procedura si ottiene una matrice
orlata nella forma

(1.50) oppure

zeri

zeri
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Dato che possono esserci al pitu n + 1 pivot, appena terminata la procedura tutte le righe dalla
(n+ 2)-esima in poi saranno messe a zero e quindi non saranno rilevanti. Se esiste un pivot nella
colonna corrispondente a b (Eq. (1.50), sinistra) allora la procedura ha prodotto una condizione
falsa, che vuol dire che il nostro sistema ¢ incompatibile e non esistono soluzioni. Se cio non
accade (Eq. (1.50), destra), vuol dire che la (n + 1)-esima riga ¢ vuota e possiamo trascurarla:
siamo quandi tornati al caso di un sistema con un numero di righe effettive uguale o minore al
numero di incognite, cioe il caso m < n.

3.2. Rango e compatibilita. Negli esempi sopra risulta evidente che, perché il sistema sia
compatibile, la sottomatrice corrispondente a b non deve avere pivot alla fine della procedura.
Notare che questo non potra mai accadere se il sistema in analisi & omogeneo (in questo caso
infatti 'ultima colonna & data da soli zeri per tutta la durata della procedura di Gauss) ed infatti
un sistema omogeneo & sempre compatibile. Se il sistema & compatibile, le colonne senza pivot
ci segnalano quali variabili vanno fissate a parametri arbitrari. Il numero di pivot disponibili
sembra percid essere una quantita cruciale, e cio suggerisce di introdurre una nuova quantita
relativa alla matrice a gradini ottenuta alla fine della procedura corrispondente.

DEFINIZIONE 3.2 (Rango). Una matrice M ha rango rank(M) = r se il numero di pivot
nella matrice a gradini M*, ottenuta per mezzo della procedura di Gauss, é r.

Essendo uguale al numero dei pivot, naturalmente il rango di una matrice ¢ minore o uguale alla
pit piccola delle sue dimensioni.

Nel primo esempio, partendo dalla matrice orlata in Eq. (1.35), siamo arrivati alla matrice a gradini
in Eq. (1.37). Osservando quest’ultima, il rango della matrice H & uguale a 3. Se ci focalizziamo
sulla sottomatrice corrispondente ad A, abbiamo trasformato

2 4 =2 2 4 -2
A= 4 9 -3]—=A"=(0 1 1
-2 -3 7 0 0 4

La matrice a gradini A* contiene anch’essa tre pivot, quindi il rango di A qui & 3. Viceversa,
nell’esempio in Eq. (1.47), la matrice orlata produce una matrice a gradini con tre pivot, e quindi H
ha rango 3, mentre abbiamo ottenuto

2 4 =2 2 4 =2
A= 4 8 -3|]—=A"=(0 0 1
-2 -4 7 0 0 O

La matrice a gradini contiene due pivot, quindi il rango di A qui & 2.

La casistica analizzata sopra puo essere riassunta, grazie all’introduzione del concetto di ran-
go, nel seguente teorema, fondamentale per caratterizzare la risolubilita dei sistemi di equazioni
lineari.

TEOREMA 3.1 (Kronecker—Rouché-Capelli). Un sistema lineare di m equazioni in n incognite
Ax = b ¢é compatibile se e solo se la matrice orlata ha lo stesso rango della matrice A. In tal
caso, lo spazio delle soluzioni ha dimensione n — rank(A).

Infatti, se il rango di A e H sono diversi vuol dire che un pivot & apparso nella colonna
corrispondente a b, generando una equazione falsa. Viceversa, se cio non succede, n — rank(A) &
il numero di colonne sprovviste di pivot, le cui corrispondenti variabili fungeranno da parametri
liberi nella soluzione.
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3.2.1. Il teorema del rango. 1l teorema di Kronecker—Rouché—Capelli ha una interpretazione
profonda. Il rango di una matrice ha infatti anche una diversa, interessante e importante signi-
ficato: esso € uguale alla dimensione dello spazio generato dalle sue righe o sue colonne, come
stabilito dal seguente teorema, che diamo senza dimostrazione.

TEOREMA 3.2 (Teorema del rango). Sia A € M,, ,(K) una matrice di rango r. Allora,
denotando R := {a,};; linsieme delle sue righe e con C = {a”};;_; l'insieme delle sue colonne

(1.51) rank(A) = dim Span[R] = dim Span[C].

Se consideriamo quindi il vettore y = Ax € K", possiamo osservare che questo si puo
scrivere come

(1.52) Y= Zacl,a” =b,

ovvero come combinazione lineare delle colonne di A con coefficienti dati dagli elementi di x. 11
rango non & altro che la dimensione dello spazio di questi vettori. Se cioe introduciamo I'immagine
di K™ via A,

(1.53) Im(A) = {y € K": 3x € K" tale che Ax = y},
allora il teorema del rango dice che
(1.54) rank(A) = dimIm(A).

Questa ulteriore informazione chiarifica ancor meglio il fatto che il rango di una matrice
sia legato alla risolubilita di un sistema lineare. L’equazione Ax = b puo interpretarsi come la

?
domanda b € Span[C]: in altre parole, perché il sistema abbia soluzione b non deve vivere al di
fuori dello spazio generato dai vettori colonna della matrice dei coefficienti.

Consideriamo il sistema
_ = =il
(1.55) {‘“ v

3551 — 3:52 = 3.
Usando il metodo di Gauss si trova
1 —-1] -1 1 —-1] -1
(1.56) (3 3 3)H(0 0 6>
che il teorema di Kronecker-Rouché—Capelli implica non avere soluzione (la matrice A ha rango 1,

mentre la amtrice orlata ha rango 2). Il fatto che A abbia rango 1 significa che i vettori colonna di
A generano uno spazio unidimensionale: in effetti, usando una rappresentazione cartesiana, si vede

che i vettori colonna a' = (1,3)T e a® = (—1, —3)T vivono sulla stessa retta
51z
b al
‘ Yy
-5 5
a2
)

che corrisponde a Span[{a',a?}], mentre b = (—1,3)T vive al di fuori di questa retta, come si vede

dalla figura: ’incompatibilita esprime il fatto che non possiamo costruire b usando a' e a?.
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Consideriamo il seguente sistema:
1 — 2113 = -2

(1.57) 2x1 + 2x2 — 323 = —3
3x1 +4xo — 43 =4

Applicando la procedura di Gauss otteniamo

1 0 —2|-2 2 0 —2|-2
(1.58) 2 2 —3|-3|—(0 2 1|1
3 4 —4] 4 00 018

Il rango di A e della matrice orlata sono diversi: la matrice orlata ha rango 3, mentre A ha rango
2. Il sistema & quindi incompatibile. Tentiamo di interpretare geometricamente questo risultato. Il
fatto che il rango di A sia 2 vuol dire che i suoi vettori colonna vivono in uno spazio bidimensionale.
In effetti, se rappresentiamo graficamente in R? i vettori

1 0 —2
(1.59) a'=12), =2, &=|-3],
3 4 —4

si osserva chei vettori colonna della matrice A vivono tutti sullo stesso piano, che rappresenta

Span[{a”}3_,]:
10— T >

0
AN
i

Wy
"l
AN
i
AN
W
WA
W

In effetti essi sono linearemente dipendenti (infatti, 4a' — a® + 2a° = 0). Viceversa, b vive al di
fuori di questo piano: di conseguenza non € possibile rappresentare b usando i vettori colonna di A
e quindi trovare una soluzione al sistema Ax = b.

3.2.2. Il metodo dei minori. Il rango di una matrice & quindi, come il determinante, un
numero ricco di informazioni ed ¢ importante saperlo calcolare. Una maniera per ottenerlo ¢
applicare il metodo di Gauss: ridurre la matrice nella forma a gradini e contare i pivot. Un
metodo differente utilizza ’informazione che ci ha fornito il teorema del rango: il rango di una
matrice A ¢ la dimensione dello spazio generato da righe o colonne di A. Questo vuol dire che se
abbiamo una matrice A € M,, ,,, () e selezioniamo un suo minore M, ovvero una sottomatrice
quadrata di dimensione k X k, k < min(n,m), se det(M) # 0 allora il rango di A & almeno k:
questo perché il fatto che det(M) # 0 significa che le righe o colonne di M corrispondono a
vettori linearmente indipendenti. Il rango di A & quindi uguale alla dimensione del minore pit
grande in A con determinante non nullo.

Supponiamo di voler calcolare il rango di

A=

00 orw
- W
=
o
S



3. SISTEMI DI EQUAZIONI LINEARI 21

Ci sono quattro possibili minori di ordine tre, i cui rispettivi determinanti sono

3 3 4 3 3 2 3 4 2 3 4 2
5 4 6|=0, 5 4 3/=0, 5 6 3|=0, 4 6 3|=o0.
8 7 10 8 7 5 8 10 5 7 10 5

Questo vuol dire che il rango di A deve essere minore di 3. Consideriamo ora un minore di ordine 2,
per esempio
3 3
5 4

Avendo trovato un minore di ordine 2 con determinante non nullo, possiamo dire che rank(A) = 2.

=-3#0.

3.3. Regola di Cramer. Il caso di un sistema lineare Ax = b con m = n, ovvero dove
A € M, (K), ¢ particolarmente interessante dato che, se det(A) # 0, allora

x=A"'b,

che fornisce immediatamente la soluzione. Esplicitando, questo vuol dire che

n

= YA b

v=1

Ma dalla forma per l'inversa data dall’Eq. (1.29) possiamo scrivere

1 n
= T 17 AN v bV7
1T det(A) V;C "

dove C = (cuy)uw € la matrice dei cofattori di A. Gabriel Cramer ha osservato 'interessante
fatto che 'espressione nella somma ha la forma in Eq. (1.23) come se avessimo sostituito alla
colonna p-esima di A il vettore b: in altre parole, se indichiamo con A, la matrice in cui la
p-esima colonna € sostituita da b, allora
(1.60) x, = M.

det(A)

Vediamo un esempio. Supponiamo di voler studiare il sistema

21 + 22 =3 2 1 0 1 3

1 —22+23=1 < |[1 -1 1 o | =11

4xq1 — 223 = 0. 4 0 -2 T3 0
—A,_/\,_/ Y

Dato che

det(A) =—-2#0
possiamo risolvere il problema usando il metodo di Cramer. Occorre calcolare tre determinanti,
ovvero

31 0 23 0 245
det(An)=det(} 11 §)=—8,  det(Az)=det(}} T)=10,  det(ds)=det(i 1 1)=16.

La soluzione ¢ quindi
_ det(Al)

. det(Az)
17 qet(A)

. . det(Ag)
-0 2T qet(A)

= —5, xr3 = M = —8.

3.4. Metodo di Gauss—Jordan per l’inversa. Come abbiamo appena detto, dato il
problema Ax = b, se A € GL,(K) abbiamo che * = A~!'b. D’altra parte il metodo di Gauss
descritto sopra fornisce la stessa soluzione: in altre parole, il metodo “inverte”, quando possibile,
la matrice A, anche se in una maniera non esplicita. Se det(A) # 0 allora = A~'b deve essere



22 1. ELEMENTI DI ALGEBRA LINEARE E GEOMETRIA

la stessa soluzione trovata dall’algoritmo di Gauss. In qualche modo, quindi, il metodo produce
esattamente il risultato di una inversione, quando possibile. Forse non sorprende quindi che il
metodo di Gauss possa essere utilizzato per ottenere 'inversa di una matrice. Come sappiamo,
la matrice inversa A~! ¢ tale per cui AA~! = I,,. Se denotiamo con ¥ la v-esima colonna di
A~! Tequazione AA™! = I, si pud riscrivere come

(1.61) Azxz” =e,, dove e, =(0u), peri=1,...,n.

In sostanza trovare l'inversa equivale a risolvere contemporaneamente n sistemi di equazioni

lineari (uno per colonna), problema per il quale possiamo applicare il metodo di Gauss. Per
meglio esemplificare questo fatto, ricorriamo ad un esempio.

Consideriamo la matrice quadrata

Per trovare l'inversa

occorre risolvere

2 —1 0 11 12 13 1 O 0
—1 2 -1 21 22 23 = 0 1 0 5
0 -1 2 I31 22 xr33 0 0 1

ovvero occorre risolvere i tre sistemi

2 -1 0 x11 1 2 -1 0 19 0 2 -1 0 x13 0
(—1 2 —1) <J¢21>:<0)7 (— 2 —1) (3022):(1), (—1 2 —1) (w23)2(0>.
0 —1 2 31 0 0 -1 2 32 0 0 —1 2 33 1

Possiamo immaginare di procedere parallelamente su tutti i sistemi usando una matrice orlata che li
rappresenta contemporaneamente

—-

2 -1 0|1 0 O
-1 2 -1|/0 1 0
o -1 2 (0 0 1

La prima colonna a destra della linea verticale corrisponde al primo sistema, la seconda al secondo
sistema, la terza al terzo sistema. Questa matrice orlata ha la forma
(A | Is)
Usando la procedura di Gauss per mettere la matrice in forma a gradini si ottiene
2 -1 0 1 0 0
0 32 —-1|12 1 0
0 0 43|23 2/3 1
Se, eseguendo altre operazioni di riga, riuscissimo a mettere il sistema nella forma
(I | BY)
avremmo che B* = A~!. La matrice orlata cosi ottenuta corrisponderebbe infatti all’insieme di
equazioni del tipo x,, = bj,, fornendoci la soluzione che cerchiamo. Dobbiamo quindi lavorare per
rimuovere gli zeri sopra la diagonale procedendo come nel metodo di Gauss ma provando ad azzerare
gli elementi sopra i pivot e procedendo stavolta dal basso verso l’alto. Nell’esempio,
2 -1 0|1 0 O 2 -1 0|1 0 O 2 0 0 |32 1 1f
0 32 =134 32 3/4]|=|0 3 0 |31 3k 34]=(0 32 0 |34 32 3.
0 0 43|23 2/3 1 0 0 4|23 2/3 1 0 0 43|13 2/3 1
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Dividendo opportunamente ogni riga otteniamo
1 0 034 1 14
0 1 0|12 1 1f
0 0 1|1 12 3/

per cui
3/4 1/2 1/4
Al =1L 1 1p
1y 1fa 3/

Il metodo esemplificato & detto di Gauss—Jordan. La procedura fallisce se I'inversa cercata
non esiste: questo ¢ il caso se, dopo aver ottenuto la forma a gradini A*, qualche colonna difetta
di pivot. Ma il fatto che nel caso di una matrice A invertibile ogni colonna abbia il suo pivot
equivale a dire che il rango della matrice & n, per cui vale la seguente

PROPOSIZIONE 3.3. Una matrice quadrata A € M, (KK) ¢ invertibile se e solo se rank(A) = n.
COROLLARIO 3.4. Se A € M, (K) allora
A invertibile < det(A) # 0 < rank(A) = n.

4. Endomorfismi e proprieta spettrali

In questa sezione e nella successiva torniamo ad analizzare gli spazi vettoriali in generale.
Le conoscenze acquisite sugli spazi di matrici e sui sistemi di equazioni lineari, tuttavia, saranno
cruciali per lo studio delle proprieta che verranno discusse.

4.1. Applicazioni lineari. Introdurre funzioni tra spazi vettoriali ¢ naturalmente possibile,
e 'operazione di trasposizione che abbiamo gia discusso ne € un esempio. Esiste pero una famiglia
di applicazioni tra spazi vettoriali che ha una particolare importanza.

DEFINIZIONE 4.1 (Applicazioni lineari). Siano V e W due K-spazi vettoriali. Una applica-
zione F': V. — W ¢é lineare se, per ogni v1,v2 € V e ogni c1,cs € K, vale

(1.62) F(civ1 4 cave) = 1 F(v1) + co F(v3).

Si dice anche che F' & un omomorfismo tra spazi vettoriali e scrive F € Hom(V,W). Se V=W
Vapplicazione é detto endomorfismo.

Consideriamo per esempio V = K" e W = K™, entrambi su K. Data una matrice A € M, »(K) e
un vettore v € K", 'applicazione F(v) = Av di A a v restituisce un nuovo elemento di K™, ovvero
v € K" — Av € K™. Inoltre, 'applicazione di F' ¢ una operazione lineare dato che la sua azione
su una combinazione lineare di vettori equivale alla combinazione lineare della sua azione sui singoli
vettori:
(1.63)

F(Clbv1+62’02):A(C1b’l)1+02’02)201 (A’U1)-|—CQ(A’UQ):ClF(’Ul)-l-CQF(’Uz), c1,02€K, V1,V2€]Kn.

Le matrici sono uno strumento importante per studiare le applicazioni lineari in generale e,
di fatto, lo studio delle applicazioni lineari tra spazi finito dimensionali ¢é lo studio delle matrici.
Per capire la ragione di questa affermazione, supponiamo di avere due K-spazi vettoriali V e
W, di dimensione finita rispettivamente pari a n ed m, con basi rispettive B, = {v;}7; e
By = {w;}™,. Possiamo completamente descrivere una applicazione lineare F: V. — W se
conosciamo tutti gli elementi f;; che compaiono espandendo nella base B, 1'azione di F' sugli
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elementi della base B,,, ovvero

m

(1.64) F(’Ul) = ijfji Yv,; € B,.
j=1

In questo modo possiamo costruire la matrice m x n associata a F rispetto alle due basi B, e
Buw

fll f12 fln
f21 f22 f2n
fml fm2 fmn

Notare che nella nostra convenzione calcolare I'azione di F' sul vettore v; fornisce i valori del-
la matrice sulla i-esima colonna. Conoscere F.,, ¢ sufficientemente informativo per descrivere
I'azione di F'. Supponiamo di partire da un generico vettore = >, x;v; € V e chiamiamo
y = F(x) € W. Abbiamo che

(1.66) y=F@)=F (> zw | =Y zF(v)=Y w;» xifii=y wy;,
i=1 i=1 j=1  i=1 j=1

dove y; ¢ il coefliciente di y relativo all’elemento w; della base dello spazio di arrivo. L’espressione
che abbiamo ottenuto si puo scrivere in una maniera pit compatta come

Ju  fiz oo S
x

" fa f2 o fam !
(1.67) L = . o .

Ym fml fm2 s fmn "
Notare che il vettore x = (z1,...,2,)7 fa riferimento alle componenti di « secondo la base B,
mentre il vettore y = (y1,...,ym)7 fa riferimento alle componenti di y = F(x) secondo la base
B.: la relazione ottenuta afferma che

y = FuoX.

In altre parole, date due basi B,, e B, di due spazi finito dimensionali V e W, ogni applicazione
lineare F': V. — W corrisponde univocamente ad una matrice® Fopy € M,,, »(K) e I'azione di
F su un vettore & puod essere espressa come un prodotto matriciale di Fo,, per i vettore delle
coordinate di « secondo la base B,,.

Questa corrispondenza tra applicazioni lineari e matrici vale anche nel caso di una compo-
sizione di applicazioni lineari. Per esempio, supponiamo di avere tre spazi vettoriale V, W e U
di dimensione n, m e k rispettivamente, e due applicazioni lineari F: V- W e G: W — U.
Come rappresentare H == G o F': V — U? Se abbiamo tre basi B, B,, € B, per i tre spazi
rispettivamente, ¢ possibile mostrare che

Hu'u = Guw Fw'u-

Consideriamo un esempio di applicazione lineare sullo spazio vettoriale Ry[z] dei polinomi di grado
n a coefficienti reali. Questo significa che un vettore p € R, [z] & un polinomio, nella forma

Y4 iz po.

Questo ¢ effettivamente uno spazio vettoriale su R. Infatti, dati ¢c1,c2 € R e due polinomi p,q €

p=p(x) =pnz” +pp1a””

2Usiamo qui i caratteri senza grazie per le matrici per indicare quando la matrice che appare dipende dalle
basi scelte.
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Ry [z], la combinazione c1p + caq ¢ ancora in Ry [z]. Questo spazio ha dimensione n + 1: possiamo
individuare una base B, = {eo,el, .. .7en} tale per cui e; = z' (dunque e = 1, e1 =z, e2 = 2 e
cosl via) e il generico polinomio p si scrive p = E?:o pi€;.

Consideriamo ora una applicazione F': Rs[z] — R[] tale per cui, dato un polinomio p,

p =3z’ +poa’ + piz' +po = g = F(p) = (ps + p2)z” + (p2 + p1)x + p1 + po € Re[a].
Questa applicazione, anzitutto, & lineare. Se infatti consideriamo due polinomi p,p’ € Rs[z], allora,
per due scalari ¢, ¢’ € R

F(cp+c'p') = (eps + 'ps + cp2 + ¢'p2)a” + (ep2 + ¢'pa + cp1 + epl)z + ep1 + Pl + cpo + ¢'po
=c((ps +p2)2” + (P2 + p1)z + p1 +po) + ¢ ((Ps +ph)2” + (P2 + p1)z + Ph + Po)
= cF(p) + < F(p).
Usiamo la base Bs = {eo,e1,e2,e3} per Rs[x]. Secondo questa base, un vettore p € Rglz] &
rappresentato dalle coordinate

po
(1.68) P = pze3 +paez2 +pirer + poeo — p = (55)

P3
Usiamo la base Bs = {eo,e1,e2} per Ralz], secondo cui, naturalmente, un vettore ¢ € Ra[z] &
rappresentato da tre coordinate,

= @2€2 +q1e1 + qoeo — q = (Z‘f )
q = g2€2 + gie1 + go€o q= a ).
Usando queste basi, I’applicazione F' esegue la trasformazione
g? F Po+p1
pP={ ’—>q=(P1+P2)
P3 p2+p3

Come rappresentare l'applicazione F' secondo la base introdotta? Occorre in effetti calcolare ’azione
di F' secondo tutti i vettori della base di partenza, ovvero

F(eo) = €9
F(e1) =e1+eo
F(ez) =ex+e1

F(€3) = €2

quindi la sua rappresentazione matriciale e

1 1 0 0
F=[0 1 1 0
0 0 1 1

Infatti, se p ha la rappresentazione in coordinate in Eq. (1.68), allora

PO
1100 Po+p1
p1
q=Fp= (0110)(p2) = <P1+p2>.
0011 >

D p2+p3

4.2. Teorema del rango. In analogia con quanto fatto per le matrici, il kernel (o nucleo)
di una mappa lineare F': V — W ¢ dato dall’insieme dei vettori v € V tale per cui F(x) = 0,

(1.69) Ker(F)={x€V: F(x)=0} CW.

Come nel caso delle matrici, questo & un sottospazio vettoriale: se x1,x2 € Ker(F'), allora, per
ogni coppia di scalari ¢1,co € K, anche ¢cixq + coxe € Ker(F'). L'immagine di F, invece, & un
sottoinsieme di W dato da

(1.70) Im(F) :={w e W: Jv €V tale che F(v) =w} CW.
Anche questo & un sottospazio vettoriale: se wy, ws € Im(F'), vi appartiene anche una qualunque

loro combinazione lineare. Vale il seguente teorema, che in un certo senso esprime il fatto che la
dimensione dello spazio di partenza venga ripartita tra kernel e immagine.
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iy

Ker(F )=

Ficura 1. Rappresentazione dell’azione di F' su uno spazio V: il kernel
Ker(F) C V viene mappato nel vettore nullo di W, mentre Im(F') ¢ il sot-
tospazio di W in cui viene mappato l'intero spazio vettoriale di partenza.

TEOREMA 4.1 (Teorema del rango). Sia F: V — W applicazione lineare tra lo spazio V, di
dimensione n, e lo spazio W, di dimensione m. Allora

(1.71) dimKer(F) + dimIm(F) = dim V.

DIMOSTRAZIONE. Sia r = dimKer(F) < dimV = n la dimensione del kernel di F, e sia Br = {ki}i—;
una sua base. E possibile allora completare questa base aggiungendo n — r vettori per ottenere una base
per V, B = {k;};-, in modo che i primi r vettori siano i vettori di By. Chiamando ora u; := F(k,1;),
coni=1,...,n—r, mostriamo che B, = {u;}; ;" ¢ una base per Im(F') provando che i suoi elementi sono
linearmente indipendenti. Supponiamo che cio non sia vero: in questo caso, esisterebbe un set di scalari
C1,...,Cn—r tali per cui Z;:lr ciw; = 0. Ma cid non puo essere: se ZZ:{ ciu; = F (ZZ:IT CikrrJri) =0,
allora ) """ " cik,1: € Ker(F), ovvero possiamo scrivere ) ™" " cikryi = >0,
ai, .. .,ar. Questa & una combinazione lineare di vettori di una base, quindi puo essere nulla se e solo se

aikr4; per certi coefficienti

tutti i coefficienti sono nulli. L’insieme B, & quindi una base per Im(F') ed & costituita da n —r elementi.
0

Questo teorema vale in particolare quando I’applicazione linerare ¢ una matrice A € IM,,, ,, (K):
(1.72) dim Ker(A) + rank(A) = n.

Se dim Ker(A) = 0, quindi, rank(A) = n: nel caso di una matrice quadrata, quindi, la condizione
dim Ker(A) = 0 equivale all’invertibilita.

4.3. Endomorfismi e cambi di base. Un discorso speciale meritano gli endomorfismi,
ovvero le applicazioni lineari da V in se stesso. In questo caso la dimensione di partenza &
uguale a quella di arrivo e pertanto una matrice che rappresenta un endomorfismo F' € sempre
quadrata e ha dimensione n = dim (V). Inoltre, possiamo scegliere anche di utilizzare una base
di partenza uguale a quella di arrivo, sia essa per esempio By = {b;}? ;. Indichiamo con Fy
la matrice quadrata associata a F' secondo questa base. Gli endomorfismi in V possono essere
raggruppati in classi sulla base della relazione di similitudine, definita rispetto alle matrici che li
rappresentano. Essa ¢ una relazione di equivalenza nello spazio delle matrici.

DEFINIZIONE 4.2. Due matrici A, B € M,,(K) sono dette simili se esiste una matrice S €
GL,(K) tale che B= S~ 1AS.

Due matrici simili hanno lo stesso determinante. Inoltre, la rilevanza di questa definizione sta
nella seguente Proposizione, che chiarisce I'effetto di un cambio di base sulla rappresentazione di
un endomorfismo.
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PROPOSIZIONE 4.2. Sia V un K-spazio n-dimensionale. Due matrici M, M’ € M,,(K) sono

simili se e solo se esiste un endomorfismo F' su V e due basi By e By tali per cui M = F; e
M’ = Fy,.

In altre parole, matrici simili rappresentano lo stesso endomorfismo in basi diverse: Fy = S™'F,S
e cio che S esegue ¢ un semplice cambiamento di base per passare da By a B;. La matrice S ¢ la
matrice di cambiamento di base: & costituita dalla rappresentazione di una base (quella di arrivo)
in termini dell’altra (quella di partenza). Supponiamo infatti di avere due basi, By = {51}?:1 e
By = {b;}_4, e che valgano le seguenti decomposizioni:
n n
(1.73) b= swb,  by=> 5ub,.
v=1 v=1
Le due matrici S = (s,.),0 € S = (8,) v non sono completamente indipendenti. Infatti
n n n n n n
b= Suby =D ) sudupby =Y [Z swgy,,] b, =Y _[SSl.,b,.
v=1 v=1 p=1 p=1 Lv=1 p=1

Ora, By ¢ una base, e di conseguenza b,, ¢ linearmente indipendente dai restanti componenti della
base stessa: l'unico modo perché la relazione sopra sia consistente e che [Sg],,p = d,p, che vuol
dire SS = l,,, ovvero S = S™!'. La matrice di cambio di base S ha, naturalmente, determinante
non nullo (deve essere invertibile!). Si dice che due basi sono orientate in maniera concorde se,
detta S la corrispondente matrice di cambio di base, det(S) > 0; si dice invece che sono orientate
in maniera discorde se det(S) < 0. La relazione “essere concordi” & una relazione di equivalenza
tra le basi.

Per vedere come opera S, supponiamo di avere un vettore & € V. Possiamo, come sappiamo,
scriverlo univocamente in termini della base By, come

n
xr = E by,
p=1

che equivale a dire che, secondo la base By, esso & rappresentato dal vettore colonna x

z)
T

Proviamo ora a scrivere x usando la base B,:

n n n n n
(1.74) T=> b= Y Tusuwb, =Y ( xusuu> by
p=1 p=1

pu=1lv=1 v=1

ovvero, secondo la base B, le coordinate di & sono

Z;,L LusSul
(1.75) T X = : = STx.

Zu LpSun

Consideriamo V = R? e le due basi
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In un riferimento cartesiano queste possono essere rappresentate come in figura (B in rosso, By in
blu):

La matrice S di cambiamento di base pud essere ottenuta scrivendo la prima base utilizzando la
seconda. E facile vedere che
by =-bi, by=0b

. ~1 0 A1 -1 0
s= (3 Y=s=s=( )

Se ora consideriamo un vettore &, come in figura, tale che

$:2b1+b2

quindi

esso ha quindi, secondo la prima base, una rappresentazione

(2)

X = .

1

Per ottenere la sua rappresentazione secondo la nuova base possiamo scrivere

)A(:STX:(1

)<:>m272i)1+62.

Secondo la nostra definizione, le due basi sono discordi, dato che det(S) = —1.

Consideriamo di nuovo V = R? ¢ le due basi

By — {bl = (é) b2 = ((1))}
3= {0 = (1), b= (5)}-

In un riferimento cartesiano queste possono essere rappresentate come in figura (B in rosso, B in
blu):

Come prima, matrice S di cambiamento di base puo essere ottenuta scrivendo la prima base utilizzando
la seconda. Partendo dal fatto che

51:b1+b2, by = by + 2b,

o 1 1 A—1 2 -1
s-(1 Nas-s7=(2 ).

abbiamo che
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Se ora consideriamo un vettore &, come in figura, tale che
T = *21)1 =+ b2
esso ha quindi, secondo la prima base, una rappresentazione
-()
x={ )
Per ottenere la sua rappresentazione secondo la nuova base possiamo scrivere

3

Secondo la nostra definizione, le due basi sono concordi, dato che det(S) =1 > 0.

)A(:STX:( )<:>£E:—5i)1+3i)2.

Vediamo ora come un cambiamento di base cambia la rappresentazione di una applicazione
lineare F'. Per definizione, I’azione di F' & rappresentata, secondo la base By, da una matrice Fp,

ovvero
n
E Fb ;u/ b,.

Indichiamo, per brevita, con f,, I'elemento [Fb] wv della matrice Fp. Per ottenere la rappresen-
tazione di F' secondo la base B;, dovremmo provare a scrivere una espressione del tipo

= Z fw{i)n
k=1

che coinvolge gli elementi f;w = [Fg]uw della nuova rappresentazione. Tentiamo di calcolare
quindi questa espressione:

= Z §/LUF(bl/) = Z ZéltVfVPbP

v=1 v=1 p:l

n

= ZZZ S;J,Vfupspn K
[Z Z SILufupSpn] BK,

[ST'FS] " b,..

(1.76)

- 109 1

k=1

Dato che la rappresentazione di F(BM) nella base B ¢ unica, quel che abbiamo ottenuto im-
plica che f;m = [SlebS} > OVVero F, = S™'F,S. Si noti che, anche se gli elementi della
rappresentazione di F' cambiano da una base all’altra, il determinante ¢ una quantita invariante.
Infatti

(1.77) det(F;) = det(Fp) det(S) = det(Fyp),

1
det(S)

per cui scriveremo semplicemente det(F') per indicare questa quantita. Allo stesso modo, ¢
invariante la traccia, per via della sua proprieta ciclica:

(1.78) tr(F;) = tr(S™'FpS) = tr(SS™'Fp) = tr(Fs).

per cui indicheremo la traccia di un endomorfismo F' semplicemente come tr(F’).
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4.4. Diagonalizzabilita e polinomio caratteristico. Abbiamo visto che un cambio di
base cambia la rappresentazione di un endomorfismo tramite una matrice di cambiamento di base
S. Ha senso quindi chiedersi se, tra tutte le basi, ne esista una che fornisce una rappresentazione
particolarmente semplice dell’endomorfismo.

DEFINIZIONE 4.3. Un endomorfismo F si dice diagonalizzabile se esiste una base Be =
{e;}1~, di'V tale per cui

(1.79) F. =
SN

I valori {\;}1, costituiscono lo spettro di F e sono detti autovalori di F. La base Be si dice

“diagonalizzante per F’.

Supponiamo di avere la rappresentazione matriciale F di una applicazione F' in una base By =
{b;}_,. Dire che F ¢ diagonalizzabile significa che esiste una diversa base B, = {e;}}'_; in cui
F. ¢ diagonale. Il passaggio dalla base By alla base B, sara dato da una matrice S che, come
nell’Eq. (1.73), semplicemente esprime gli elementi di una base in termini dell’altra.

Avere una base diagonalizzante semplifica enormemente lo studio dell’azione di F'. Se la base
B, diagonalizza F', questo significa che

F(ei)zz\iei, 1=1,...,n.

Si dice che e; & un autovettore corrispondente all’autovalore A;: esso corrisponde ad una “direzione
speciale” nello spazio vettoriale in cui 'azione di F' si riduce semplicemente ad un cambio di scala
e possibilmente un’inversione (se A; < 0) mentre la direzione rimane inalterata. Essendo B una
base, cio significa che, dato un « € V, possiamo scrivere = Z?:l r;e; per qualche set di
coefficienti opportuno. Scrivendo @ in questa base, I'azione di F' su x diventa semplice, dato che

=1 =1

e, per esempio, applicando F' k volte,
n
Fok(g) = Z)\fxiei.
i=1

Altre quantita legate all’endomorfismo possono calcolarsi altrettanto facilmente. Per esempio,
dato che traccia e determinante rimangono invariate dopo un cambiamento di base, esse si
ottengono prontamente utilizzando la forma diagonale,

n n
(1.80) det(F) =[] X,  t(F)=> X

i=1 1=1
La domanda a questo punto ¢ se, dato un endomorfismo, esiste una base di autovettori, e se si,
come trovarla.

4.5. Calcolo di autovalori e autovettori. Consideriamo quindi una matrice quadrata
F, € M,,(K), che in generale rappresenta un endomorfismo secondo la base Bp. Per trovare un
autovettore e il corrispondente autovalore dovremmo risolvere ’equazione Fpx = Ax, dove sia A
che x sono incogniti. Se esistono un x # 0 e un A tali per cui 'equazione ¢ valida, essi sono
rispettivamente autovettore e autovalore di Fp. Si noti che x non & univocamente determinato:
se x & autovettore di Fp con autovalore A, anche cx & autovettore di Fp con lo stesso autovalore
per ogni ¢ non-nullo.



4. ENDOMORFISMI E PROPRIETA SPETTRALI 31

Cercare un autovettore equivale a cercare di risolvere il sistema omogeneo
(1.81) (Fy — A)x = 0.

Ora, tale sistema ha come unica soluzione x = 0 se il determinante della matrice che moltiplica x
¢ non nullo. Questo tipo di soluzione triviale pero non & di nostro interesse, perché gli autovettori
devono essere elementi di una base e quindi non nulli! Perché esistano soluzioni non triviali al
problema deve essere

(1.82) det(Fp — Al) = 0.
L’espressione sopra ¢ un polinomio, detto polinomio caratteristico, ed € di grado n: come si vede
non coinvolge x ma fornisce una equazione per i soli autovalori, fornendo al piu n radici. E
importante osservare che ’equazione sopra € invariante per cambi di base e quindi gli autovalori
non dipendono dalla base scelta per rappresentare I’endomorfismo. Se per esempio consideriamo
una base B;, tale per cui Fp = S_lFl;S, allora
0 = det(Fp — Al)

= det(ST'F;S — Al)

= det (S~ (F; — AI)S)

= det(F; — Al).
I singoli autovalori sono quindi proprieta intrinseche dell’endomorfismo F', ovvero delle quantita

che non cambiano cambiando base. La conseguenza delle considerazioni esposte finora e data
dalla seguente

(1.83)

PROPOSIZIONE 4.3. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione n e F' un suo endomorfismo.
Allora A € K ¢ autovalore di F' se e solo se A é radice del polinomio caratteristico. Di consequenza
F' ha al piv n autovalori distinti.

Trovato un autovalore \;, possiamo cercare i corrispondenti autovettori risolvendo I’equazione
(Fp — \;l)x = 0. Il nostro obiettivo ultimo sara costruire una base usando questi autovettori. Un
risultato utile, in questo senso, ¢ il seguente

PROPOSIZIONE 4.4. Autovettori corrispondenti ad autovalori distinti sono linearmente indi-
pendenti.
DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che la tesi sia falsa. Sia v; autovettore con autovalore A; e v; autovettore
con autovalore \j. Allora esistono due costanti ¢; e ¢z non nulli tali che civ1 4+ c2v2 = 0. Applicando
F' otteniamo c1 A\1v1 + c2A2v2 = 0; ma d’altronde civi + cov2 = 0 = c1A1v1 4+ c2A1v2 = 0. Prendendo
la differenza tra le due equazioni, troviamo ca(A2 — A1)va = O che & assurdo. O

Autovettori corrispondenti a diversi autovalori sono quindi linearmente indipendenti. A
A; fissato, pero, la condizione det(Fp — A1) = 0 fa si che l'equazione Fpx = \;x abbia una
soluzione non unica, come sappiamo: le soluzioni in effetti vivono in un certo spazio che, come
specificato dal teorema di Kronecker—Rouché—Capelli, ha dimensione maggiore o uguale ad uno
e che & Ker(Fp — \;1). Sappiamo inoltre che questo & uno spazio vettoriale: se v; e vy sono
elementi di Ker(Fp — \;1), allora vy + cova € Ker(Fp — A\;l). La dimensione n; := dim Ker(Fp —
Ail) & detta molteplicita geometrica: questo vuol dire che possiamo trovare una base B; di n;
autovettori indipendenti corrispondenti all’autovalore \; che genera lo spazio degli autovettori
di F con autovalore ;. La molteplicitd geometrica associata ad un autovalore ¢ almeno 1 (la
condizione det(F, — A\;1) = 0 implica che n; > 1) e al pit n (n; non puod essere pitt grande della
dimensione dello spazio). Chiamiamo Ker(Fp — A1) autospazio associato a A; e lo indichiamo
con V;. D’altra parte, abbiamo visto che autovettori di autospazi diversi sono linearmente
indipendenti. Se abbiamo quindi k autovalori distinti, in totale possiamo collezionare Zle n;
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autovettori linearmente indipendenti, considerando I'unione di tutte le basi dei vari autospazi,
Ule B;. Il seguente teorema stabilisce che possiamo in effetti diagonalizzare la nostra matrice
se e solo se questo numero € proprio uguale al numero di autovettori di cui abbiamo bisogno per
costruire una base per V, ovvero n.

TEOREMA 4.5 (Diagonalizzabilita). Sia A = {\;}*_, lo spettro di F, costituito da k < n
autovalori distinti. Allora

k
(1.84) > dimV; < n.

i=1

F' ¢ diagonalizzabile se e solo se vale l'uguaglianza. In particolare, cio é verificato se k = n.

Per fissare le idee, consideriamo qualche esempio.

1 2
Fb_(2 1)

di un endomorfismo su uno spazio bidimensionale rappresentato secondo una certa base By = {b1, b2 }.
Vogliamo trovare autovettori e autovalori. Anzitutto calcoliamo il polinomio caratteristico come

1—A 2 . 2
det( 9 1_)\)—(17)\) —4.

Consideriamo la rappresentazione

Cerchiamone quindi gli zeri scrivendo (1 — A)> —4 = 0 = Ay = —1 A A2 = 3. Per ottenere gli
autovettori, dobbiamo risolvere due sistemi, uno per ogni autovalore trovato.

G DE)=-()

Naturalmente questo sistema non ha un’unica soluzione. Otteniamo quindi che in generale la soluzio-
ne ¢ nella forma (z1,x2) = t(1, —1) per t € R: questo ¢ uno spazio unidimensionale, cio¢ dim V; = 1.
Usando 'autovalore A2 invece otteniamo, esattamente nello stesso modo, che gli autovettori corri-
spondenti hanno la forma (z1,z2) = t(1,1). Anche questo & uno spazio unidimensionale, dim V, = 1.
Avendo ottenuto due autovalori distinti, il set

Be:{elveQ}7 e;r =b; — by, ez2=0b1+ by,
€ una base diagonalizzante, ovvero

= (41)=8=8" = (£ 5)),

Per vedere qual ¢ la rappresentazione di Fe nella nuova base, scriviamo
1 1/ —1/o
Fe=S Fbs:(—lli)(;%)(lg l/é):((?)’—ol)

come desiderato.

Consideriamo ora la matrice

~~(; 3

e cerchiamone autovettori e autovalori esattamente come sopra. Calcoliamo il polinomio caratteristico

come
1—-A 2 . 2
det( 0 1_)\)—(1—)\).

Si ha una sola soluzione, A = 1. Cerchiamo ora gli autovettori risolvendo

o DE)=()
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La seconda equazione fornisce 'identita (non informativa) x2 = x2 mentre la prima ci da 1 + 2z2 =
r1 = w2 = 0. Non abbiamo quindi alcuna informazione su x; e la nostra soluzione & nella forma
(z1,2z2) = t(1,0) con t € R qualsivoglia. La dimensione di questo spazio ¢ 1 e corrisponde all’unico
autovalore che abbiamo trovato, quindi la matrice non € diagonalizzabile alla luce del Teorema 4.5.

Consideriamo la matrice
0 1 0
A=(|1 0 O
0 0 1
rappresentazione di un endomorfismo su R? secondo la base canonica

B ={(3).(2)- ()}

e cerchiamo autovalori e autovettori come prima. Otteniamo che
det(A — Alz) = —(A 4+ 1)(A — 1),

Abbiamo cosi due autovalori, A1 =1 e Ao = —1.
Studiamo ora l’autospazio corrispondente a Ai. Se cerchiamo ora una soluzione al sistema (A —
)x = 0, vediamo che le soluzioni sono tutte le combinazioni lineari nella forma

1 0
w:x:tl((l))thg((l)), t1,t2 € R.
Questo & uno spazio bidimensionale Vi generato dai vettori
1 0
5= {(}). ().
L’autovalore A2 = —1, invece, ¢ associato a soluzioni nella forma
1
r=x=1t(-1), teR,
0
ovvero ad uno spazio unidimensionale V5 generato dalla base
B ={(2)
0

Essendo dim V; 4+ dim V2 = 3, la matrice ¢ diagonalizzabile. Vediamo come effettuare il cambio di
variabile dalla base canonica alla nuova base appena trovata

362{61,82763}, 61:<%>, 62:(%)1) 63:(5).

Scriviamo S esprimendo la base canonica in termini della nuova base. Essendo

1 1 1 1
b, = 581 iy 562, by = 561 = 562, bs =e3
per cui
2 1/2 0 _ 0
52(1/2—1/20)@5 1:(%—110)
0 0 1 001
e infatti Lo o
SflAS:<o—1o),
00 1

in cui come si vede A\1 compare un numero di volte uguale alla sua molteplicita geometrica.

5. Spazi prehilbertiani

5.1. Forme bilineari. Il nostro punto di partenza sono stati i vettori nello spazio Euclideo
usuale, in cui ha senso parlare di lunghezza, angolo, perpendicolarita e cosi via. Per introdurre
concetti analoghi in uno spazio vettoriale V, in questa sezione ci focalizzeremo su spazi reali,
ovvero tali per cui K = R, e daremo, per cominciare, una definizione di grande importanza.

DEFINIZIONE 5.1 (Forma bilineare). Dato uno spazio vettoriale reale, una applicazione ¢: VX
V — R si dice essere una forma bilineare se gode delle sequenti proprieta per ogni v,u,w € V
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(1) @(U + u7w) = 90( ) + <p(u, )1
(2) o(v,w+u) = v, w) + p(v,u);
(3) plev,u) = o(v, CU) p(v,u) Ve € R.

La forma si dice simmetrica se p(v,u) = p(u,v) e antisimmetrica se p(v,u) = —p(u,v) (in
questo secondo caso, p(v,v) =0).

Data una matrice quadrata A € M, (R), un esempio di forma bilineare indotta da A su uno spazio
n-dimensionale V & p(v,u) = vTAu = ZW vu Ay, dove u,v sono le coordinate dei vettori v e u
secondo una certa base prefissata Bp. La forma ¢ simmetrica se A ¢ simmetrica. Vedremo che in
effetti tutte le forme bilineari possono essere scritte a questo modo. Un caso molto importante, come
vedremo in seguito, & quello in cui A = I,,, per cui

n

o(v,u) = Zvuuu =vTu.

pu=1

Esattamente come avviene tra endomorfismo e sua matrice rappresentativa, esiste una cor-
rispondenza, a base fissata, tra forma bilineare e matrice quadrata. Dato uno spazio vettoriale
n-dimensionale V, basta infatti fissare una base By = {b;}_; per notare che ogni forma bilineare
corrisponde, nella base scelta, ad una precisa matrice. Dati due vettori v,u € V, v =3, v;b; e
u =), u;b;, e dunque, se p;; = ga(b,-,bl),

(1.85) ZW bi,b;j)u; = vTdpu.

In altre parole, ogni forma bilineare ¢ corrisponde, secondo una data base Bp, ad una matrice
quadrata ® = (p;;)i; di dimensione n x n, mentre viceversa & possibile usare una matrice
quadrata di dimensione n x n ed una base per definire una forma bilineare. La forma & simmetrica
se la matrice associata ¢ simmetrica: questa proprieta non dipende dalla base utilizzata. Come
nel caso degli endomorfismi, la traccia e il determinante di ® non dipendono dalla base utilizzata,
e sono quindi due proprieta che si possono riferire alla forma stessa, ovvero si puo dire traccia o
determinante di .

Supponiamo infine che e sia un autovettore di ®; con autovalore A. Questo significa che il
corrispondente vettore e (ovvero il vettore avente come coordinate e secondo la base Bp) & tale
che

o(e,e) =eTdye = \eTe = \|e|°.
Si dice che e & un autovettore della forma ¢, esattamente come e lo € per la rappresentazione
matriciale ®p.

5.1.1. Forme simmetriche. Un fatto molto interessante riguardo le forme bilineari simmetri-
che ¢ il seguente teorema, che diamo senza dimostrazione.

TEOREMA 5.1. Sia V wuno spazio vettoriale su R di dimensione finita. Se ¢ é una forma
bilineare simmetrica, allora esiste una base che diagonalizza ¢, ovvero tale per cui la matrice che
rappresenta ¢ € diagonale.

Questo teorema puo essere inteso nel seguente modo: ogni matrice simmetrica reale, essa ¢
simile ad una matrice diagonale. Infatti c’¢ una corrispondenza biunivoca tra matrici simmetriche
reali e forme bilineari simmetriche, e dire che le prime sono diagonalizzabili & equivalente a dire
che lo sono le seconde.

Principalmente nel contesto delle forme bilineari simmetriche si da la seguente definizione

DEFINIZIONE 5.2 (Forma definita positiva). Una forma bilineare simmetrica ¢ si dice
e definita positiva se e solo se p(v,v) >0 Vv € V;
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o semidefinita positiva se e solo se p(v,v) >0 Vv € V;
e definita negativa se e solo se p(v,v) <0 Vv € V;
o semidefinita negativa se e solo se p(v,v) <0 Vv € V.

Gli autovalori della forma possono darci una informazione sulla natura della forma stessa,
come stabilito dalla seguente proposizione che non dimostriamo.

PROPOSIZIONE 5.2. Sia ¢ una forma bilineare simmetrica con spettro A = {\;}7_,. Allora
essa €

e definita positiva se e solo se \; >0Vi=1,...,n;
e semidefinita positiva se e solo se \; >0Vi=1,...,n;
e definita negativa se e solo se \; <0 Vi=1,...,n;
e semidefinita negativa se e solo se \; <0Vi=1,...,n.

L’importanza delle forme bilineari simmetriche ¢ dovuta al fatto che esse permettono di
definire dei concetti che generalizzano quelli noti dalla geometria elementare, per esempio quello
di ortogonalita.

DEFINIZIONE 5.3 (Ortogonalitd). Sia ¢ una forma bilineare simmetrica. Due vettori v,u €
V sono ortogonali, o perpendicolari, secondo ¢ se p(u,v) = 0.

Sia $ un sottoinsieme di V: possiamo definire I'insieme ortogonale a $ come
St i={weV: p(w,v)=0VYves}

Lo spazio $1 & un sottospazio vettoriale di V.

5.2. Prodotti scalari. Data una forma bilineare simmetrica, & possibile associarvi una
funzione detta forma quadratica q,: V — R, definita come

gy (v) == p(v,v).
Se la forma ¢ & anche definita positiva, allora essa si dice essere un prodotto scalare. Un prodotto
scalare puo essere utilizzato per dare una struttura euclidea ad uno spazio vettoriale. Essa
aiuta infatti a introdurre quantita equivalenti a lunghezza, distanza, angoli e cosi via: uno spazio
vettoriale dotato di prodotto scalare si dice spazio prehilbertiano. Un prodotto scalare ¢ in genere
indicato con, una notazione speciale, ovvero semplicemente

(1.86) o(v,u) = (v, u).

Si usa anche la notazione

(1.87) 4o (v) = [Jv]?,

per la corrispondente forma quadratica: la quantita ||v|| ¢ detta norma o lunghezza del vettore
v: se ||v]| = 1 si dice che v & un versore.

PROPOSIZIONE 5.3 (Disuguaglianza di Schwarz). Se v,u € V, allora
2 201,112
(v, )" < [Jv[I*[[u],
mentre l'uguaglianza vale se e solo se v e u sono linearmente dipendenti, ovvero paralleli.
DIiMOSTRAZIONE. Consideriamo due vettori v,u € V. Abbiamo che, per un ¢ € R\ {0}
0 < (cv +u,cv +u) = E||v|]* + 2¢(v, u) + ||lul®.

Questo polinomio quadratico in ¢ deve essere sempre positivo, quindi il suo discriminante deve essere
negativo o nullo, ovvero 4(v,u)? — 4|v|*|u|* < 0 = (v,u)? < ||v|?||u|*. L'uguaglianza vale se e solo
se cv +u = 0, ovvero i due vettori sono linearmente dipendenti. O
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La disuguaglianza di Schwarz si puo scrivere anche come

(v, u)
1.88 —-1<——<1,
(1.88) TollTul

il che suggerisce di definire un “angolo” 6 tra due vettori come

(1.89) 6 := arccos {v,u) € [0, 7).
o[l

Si noti che questa definizione & generalissima e non € necessario che v e u siano associati ad
un significato geometrico (abbiamo visto, per esempio, che potrebbero essere polinomi!), e di
conseguenza non ¢ sempre “visivamente intuitivo” a cosa questo angolo corrisponda: esso misura
un certo grado di lineare indipendenza tra i vettori, ed € zero quando i vettori sono linearmente
dipendenti. Una volta definito tale “angolo”, possiamo riscrivere ’espressione di prodotto scalare
come

(v,u) = [[o] [u] coso.
La disuguaglianza di Schwarz implica infine che
lv +ul? = [[o]]* + 2(v, u) + [[ul* < [Jv]|* + 2[|u| o]l + [u]* = (ull +[lv])?,
ovvero, implica la cosiddetta disuguaglianza triangolare
(1.90) v+ ull < ull + o]

L’ortogonalita dei vettori in uno spazio vettoriale secondo il prodotto scalare & anch’esso
un fatto con importanti conseguenze. Supponiamo di avere un insieme ortonormale di vettori,
ovvero un insieme di versori {vy,...,v;} tale per cui (v;,v;) = d;; per i,j € {1,...,t}. Allora
vale la seguente Proposizione.

PROPOSIZIONE 5.4 (Base ortonormale). Sia {v1,...,v:} un insieme dit vettori ortonormali
in V. Allora, essi sono linearmente indipendenti. In particolare, se t = n = dim(V), ’insieme
ortonormale dato costituisce una base per V.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo per assurdo che esistano ¢;, ¢ = 1,...,¢, non tutti nulli tali per cui
Zi c;v; = 0. Allora per ogni k = 1,...,t, 0 = <vk,zi civ¢> = Zl ci{vk, v;) = ck, che & lassurdo
cercato. [J

Data una base ortonormale in uno spazio vettoriale d-dimensionale, sia essa per esempio
Be = {€;}%_,, il prodotto scalare tra due vettori puo essere espresso in maniera molto semplice
in termini dei loro coefficienti rispetto alla base. Se per esempio

d d
vzz:viei, uzZuiei,
i=1 i=1
allora
d
(1.91) (v, u) =) viujlei, e) = Y viu; =vTu,
ij i=1

. . d . C
e in particolare [|v||? = Y ;_, v?. Come si vede, questa definizione ¢ giustifica la nomenclatura

data in Eq. (1.16): cio che 1i era definito tra vettori numerici (ovvero righe e colonne di numeri)
qui viene applicato alla rappresentazione in coordinate di vettori generici.
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5.3. Ortonormalizzazione di una base: la procedura di Gram—Schmidt. Ha senso
chiedersi come costruire una base ortonormale, per esempio avendo a disposizione una base di
un R-spazio vettoriale By, = {b;}{_; che non & ortonormale. Esiste una procedura algoritmica,
detta di Gram-Schmidt, che permette di raggiungere questo obiettivo “ortonormalizzando” By.
La procedura si basa sull’uso della seguente operazione di proiezione di un vettore v lungo u,

: (u,v)
(1.92) proj,, (v) = .
“ [Jw]|?
Il primo step della procedura consiste nel normalizzare un vettore della base By, per esempio
b1, scrivendo
Uy

[lua |l

U ‘= b1, e =

A questo punto costruiamo, al secondo step,
. U2
uy = by — proj,, (b2), ez = —F,
) o]
e in generale allo step k si rimuove la proiezione di by lungo tutte le direzioni torvate fino a quel
punto
k-1 “
. k
up = by — ) proj,, (bx), er = —7.
; “ ’ [l
I vettori {ey,...,eq} ottenuti al d-esimo passo sono normalizzati per costruzione. Sono anche
ortogonali (questo puo essere dimostrato per induzione partendo dal fatto che (e1, e2) = 0 e poi
procedendo per tutte le coppie (e1, er) per k = 3,...,d). L'insieme B, = {e;}¢_; & quindi una
base ortonormale.

5.4. Cambio di base ortonormale. Supponiamo di studiare uno spazio reale prehilber-
tiano V e di avere due basi ortonormali B, = {ej1,es,...,e4} e Bs = {€1,€,...,é5}. Abbia-
mo visto, nella Sezione 4.3, che, date le coordinate v di un vettore v espresse nella base Be,
possiamo ottenere le sue coordinate nella base B usando la matrice di cambiamento di base
S = (sij)ij € Mg(R) che permette di scrivere gli elementi della nuova base in termini di quelli
della vecchia,

d d
(1.93) &= sijej, ei =Y sijé;,
=1 =1

N N —1 . . . oA N
dove S = (3;5);; =S~ ~. La nuova rappresentazione di v nella nuova base, sia v, si otterra dalla
vecchia rappresentazione v calcolando v = STv. Nel caso di basi ortonormali, perd, la matrice S
ha alcune proprieta interessanti. Partiamo dall’osservazione:

d d d
(5@' = <(3i7 Ej> = Z Zsiksﬂ(éh ér> = Z SikSjk < SST = Iy = ST = S_l.

k=1r=1 k=1

Si dice quindi che S & una matrice ortogonale, ovvero tale per cui ST = S™!, e si scrive S € O(d),
come abbiamo gia visto. Questo significa anche che 1 = det(SST) = det*(S), ovvero det(S) = +1:
se vogliamo che le basi di partenza e di arrivo siano concordi, occorrera che det(S) = 1. Ora, il
prodotto scalare € invariante per cambi di base ortogonali. Se v ha coordinate v e u ha coordinate
u nella base B, allora essi avranno coordinate rispettivamente v = STv e it = STu nella base
Be: tuttavia,

(v,u) =vTu=vSSTu = (STv)7STu = v"a.
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A €y
62 el
0
€1
T

FI1GURA 2. Due riferimenti cartesiani nel piano che differiscono di una rotazione
di 6 = 7/6: il vettore x, che nel primo & rappresentato da x = (=1, —1)7, nel
secondo ¢ rappresentato da X; = —%(\/3 +1,v/3- 1)T: naturalmente, il vettore
x non ¢ cambiato, ma la nostra rappresentazione di x si.

Questo significa che anche le norme sono invarianti. Ogni relazione scritta in termini di prodotti
scalari e norme, quindi, non cambia forma se si cambia base ortonormale: questo ¢ uno dei
vantaggi di aver introdotto il formalismo di spazio prehilbertiano.

5.4.1. Il caso bidimensionale. 11 caso bidimensionale ¢ uno caso particolare molto istruttivo.
Una matrice ortogonale positiva avra, per d = 2, la semplice forma

(1.94) S= (5“ 512) .

S21 S22

Imponiamo che la vecchia e la nuova base siano concordi, ovvero det(S) = s11822 + S12821 = 1 e,
usando questo fatto, la condizione ST = S™!, che si scrive

(1.95) (511 821) _ ( 522 —812)

’ S12 S22 —S21 s11 /
Questo significa che la matrice ¢ in realta parametrizzata da due quantita, siano a e b, tali per
cui

(1.96) S= (Z _b)

a

col vincolo aggiuntivo che a? + b? = 1, che le rende dipendenti. Possiamo cioé parametrizzare a
e b in termini di una variabile angolare, scrivendo a = cosf e b = sin 6, in modo che

cos —sinf
(1.97) 5= (sin@ cos ) ’

Se usiamo il fatto che uno spazio bidimensionale & isomorfo a R?, e rappresentiamo i vettori v € V
come frecce nel piano con coordinate date da v in accordo con la vecchia base, la ragione di questa
forma puo risultare piu chiara. L’unica maniera per cambiare un sistema ortonormale nel piano

preservandone la positivita (e origine) &, semplicemente, tramite una rotazione, come in Fig. 2. La
matrice S ci dice che, dato un vettore & con coordinate x = (z1,x2)", questo diventera secondo la

nuova base
T . x1 cos b + xo sin O
x:( )»—>x:STx:(1 25
To T2 cosf — x1sinb

Le matrici ortogonali positive 2 X 2 descrivono quindi rotazioni in senso antiorario di un angolo 6:
cos 0 & infatti proprio il coseno dell’angolo tra e; e é;.
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5.5. Prodotti vettoriali. Se V & uno spazio prehilbertiano su R e dimV = 3, & possibile
definire una ulteriore operazione tra due vettori v,u € V. Supponiamo di avere una base
ortonormale B, = {e1, ez, e3} e che

vV =vie; + vaen + v3es, U = uje; + uses + uses.

Considerando la sequenza (e, es, e3) come ordinata (ovvero fissando 'ordine dei tre vettori della
base), diamo la seguente definizione.

DEFINIZIONE 5.4 (Prodotto vettoriale). Il prodotto vettoriale v A w é definito come

(198) vAU= (v2u3 — U3U2)61 + (U3U1 — U1U3)62 + (’U1UQ — UQU1)€3.

Per esempio, sia V = R? e scegliendo come base la base canonica Be = {e;}i_;, e; = (d;;); € R
Dati v e u due vettori in R3, possiamo costruire due prodotti vettoriali, v A u e w A v, entrambi
applicati nell’origine, e rappresentarli come segue

vAU z
u

2 - S

uNv

La formula data nella definizione puo essere ricordata nel seguente modo. Consideriamo la
matrice

(1.99) v U2 U3
Uy Uy U3

Questa e, naturalmente, una matrice molto bizzarra i cui elementi sono in parte scalari e in parte
vettori. Tuttavia quella che stiamo per dare & una regola mnemonica: possiamo formalmente
scrivere che

€1 €2 e€3
(1.100) vAu=|v; V2 V3| =
uyp U Uug

V2 U3

v V3
el !
U2 U3

U1 U2
€ +
up us

Uy U2

es.

Il prodotto vettoriale ha una serie di interessanti proprieta, date in questo Teorema che non
dimostriamo.

TEOREMA 5.5 (Proprieta del prodotto vettoriale). Dati tre vettori v, u,w € V e uno scalare
c € R, wvalgono le sequenti proprieta:

(1) vAu=—-uAv;

(2) vA(u+w)=vAu+vAw;

(8) c(v Au) = (cv) ANu=v A (cu);

(4) (v,oAu) =0 e (u,vAu)=0;

(5) v Aul? = [lv]?[[ul* = (v, u)?;

(6) v Au =0 se e solo se v eu sono paralleli;

(7) Se v e uw sono linearmente indipendenti, ogni vettore ortogonale sia a v che a u ¢
parallelo a vAw. Inoltre, {v,u,vAu} éuna base di V concorde con la base ortonormale
scelta Be.
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La proprieta (5) in particolare pud essere semplificata utilizzando 1’angolo 8 (come definito
sopra) tra v e u. Infatti

o Aul? = o] ul]? = (v,4)* = [v]*[lu]|* — [[v]*|u]? cos® = [[v]|*||u||* sin® 6
ovvero la norma del prodotto vettoriale e
v Al = o] [lu]|[sin6].

Inoltre sappiamo, dalla proprieta (4), che v A u & ortogonale sia a v che a u. E facile vedere
(per esempio, usando la regola mnemonica sopra) che se consideriamo precisamente la base
ortonormale B, allora

e; e e3
e Ney= 1 0 0 = €3
0 1 0

Possiamo scrivere una espressione simile per ogni altra coppia di vettori di base e in particolare
vale la seguente relazione:

€e; N\ ej =¢;jkeg
dove il simbolo €;;; ¢ detto di Levi-Civita e vale
1 se (i,j,k) S {(1,2,3)7(2,3,1), 3,1,2)}
(1.101) eijk =14 1 se (i,,k) € {(2,1,3),(1,3,2),(3,2,1)}

0 diversamente.

—

Il simbolo di Levi-Civita permette di scrivere in forma compatta i prodotti vettoriali tra due
generici vettori come

VAU = g €ijk€;VjU.
ijk

5.6. Prodotti misti. Avendo introdotto sia il prodotto scalare che il prodotto vettoriale,
possiamo considerare espressioni in cui entrambi questi prodotti appaiono, ovvero espressioni del
tipo

(v A u,w)

per v,u,w € V. Questa quantita puo essere calcolata direttamente, per esempio usando l'e-
spressione appena ottenuta con il simbolo di Levi-Civita. Se w = wye; + wies + wses, allora,
essendo (e;, e;) = 4,5,

w; w2 w3
(vAu,w)= E iK€V Uk, E wye, )= E EijkWrVjUL(€;,8r)= E EijkWiVjUE=|V1 V2 V3.
ijk T ijkr ijk Uy U2 U3
L’espressione in termini di un determinante implica una utile identita, ovvero

(1.102) (v Au,w) = (v,u Aw).

Sempre l'espressione in termini del determinante ci indica che se (v A u, w) = 0, allora v, u e w
devono essere linearmente dipendenti, ovvero complanari.
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6. Spazi affini e spazi euclidei

6.1. Spazi affini. L’analisi di questo capitolo ¢ partita dai vettori liberi nello spazio eucli-
deo. Abbiamo quindi visto che tali vettori liberi hanno una loro algebra che puo essere astratta
fino al concetto, molto generale, di spazio vettoriale, e abbiamo studiato le sue proprieta. Viene
quindi da chiedersi come in generale il concetto di spazio vettoriale possa essere “trasferito” su un
insieme in cui tale struttura va applicata (per esempio, lo spazio euclideo). Ovvero, ci si chiede
come partire da un K-spazio vettoriale V per trasferire la sua struttura ad un generico insieme
di punti A. Lo spazio A non ¢ necessariamente I'usuale spazio tridimensionale: cio che importa
¢ che si possa “vestire” con la struttura di V tramite una opportuna mappa, che permettera
di studiare le relazioni tra i punti di A usando operazioni tra vettori di V. Quando questo &
possibile, si dice che A € uno spazio affine.

DEFINIZIONE 6.1 (Spazio affine). Una legge ¢p: A x A — V definisce uno spazio affine su A
se per ogni punto P € A ed ogni v € V esiste un unico punto Q € A tale per cui ¢(P,Q) =v e
inoltre, dati tre punti P,Q, R € A, vale la relazione di Chasles

(1.103) #(P,Q) + ¢(Q, R) = ¢(P, R).

Uno spazio affine ¢ quindi la coppia (A, ¢). Si dice allora che V ¢é lo spazio vettoriale dei vettori
liberi di A.. Se V ha dimensione finita, allora si dice che la dimensione di A su K é dimV.

Come detto, non ¢ importante cio che A sia esattamente: semplicemente, chiediamo che ci
sia una corrispondenza tra coppie di elementi di A e vettori di V e, in piu, questa corrispondenza
sia tale che valga ’'Eq. (1.103)3. La relazione di Chasles implica anche, scegliendo P = Q = R

¢(P7P):¢(P7P)+¢(P7P):>¢(P7P):0
e similmente, se P = R # Q
0=9¢(P,P)=¢(P.Q)+¢(Q,P) = ¢(Q.P) = —¢(P,Q).

Se scegliamo un’origine, ovvero un punto speciale O € A, possiamo associare biunivocamente
ad ogni punto P € A uno e un solo vettore p € V: il vettore p ¢ il vettore da applicare a O per
“spostarlo” in P, ovvero

p=¢(0,P)
creando una corrispondenza esatta tra lo spazio A (“insieme di punti”) e lo spazio vettoriale
V (“insieme degli spostamenti”). Se indichiamo ¢(O, P) = p e ¢(O,Q) = g, possiamo inoltre
scrivere
d(P,Q) = ¢(P,0) + ¢(0,Q) = ¢(0,Q) — $(O, P) =q - p.

Sia ora dimV = d e scegliamo una base By = {b;}¢_, di V: possiamo dire che {O, By} &
un riferimento affine di A. Grazie a questo riferimento, possiamo associare un punto P € A ad
un vettore p € V e quindi ad un insieme di coordinate p = (p1,...,pq)T secondo questa base,
creando la corrispondenza

(1104) PcA fissando ¢ e un’origine O pe v fissando una base By, p= ( b ) c ]Kd.

p1
Pa

In questo modo abbiamo costruito un “ponte” tra A e K. E molto importante ricordare, ancora
una volta, che i valori delle coordinate p del punto P dipendono dalla base che abbiamo scelto.
Riassumendo, data un’origine O € A, ogni punto P in A puo essere associato ad un vettore

3L’applicazione ¢ viene a volte scritta come ¢(P,Q) = I@ € V, proprio in analogia con la notazione che
abbiamo usato per introdurre i vettori applicati nello spazio usuale: tuttavia qui userd ¢ per l'applicazione, e
PQ per indicare precisamente il vettore applicato P con destinazione Q quando questi sono punti in uno spazio
geometrico usuale
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p € V che ¢ rappresentabile a sua volta con un vettore di coordinate p € KK? secondo una data
base Bp. A riferimento fissato, possiamo identificare i punti di A con le loro coordinate in K".

Dato un K-spazio vettoriale V, si pud sempre costruire uno spazio affine usando V stesso come
insieme, ovvero A = V. In questo caso, una applicazione ¢: V x V — V con le proprieta giuste &
semplicemente
o(v,u) =u —wv.

L’n-spazio affine numerico & un caso particolare: & costruito su V = K" si denota come A, ed & uno
spazio affine di dimensione n in cui ciascun punto € associato ad un vettore colonna di n elementi
di K. Questo spazio ha un riferimento affine standard che abbiamo gia incontrato quando abbiamo
discusso K" nella veste di spazio vettoriale, ovvero una coppia origine-base {O, B} per cui

0
(1.105) oHo—(;)

0
e Be ={ei,...,en} tali per cui

(1.106) elz(i_), 62:(‘3), en:(_?).

Dato che esiste una corrispondenza tra spazio V e spazio A, forse non sorprende che si possa
trovare una corrispondenza tra un sottospazio vettoriale W di V e un sottospazio affine di A.

DEFINIZIONE 6.2 (Sottospazio affine). Sia V un K-spazio vettoriale e sia A spazio affine su
di esso. Detto Q € A, e dato un sottospazio vettoriale W di V, il sottospazio affine S passante
per Q e parallelo a W ¢é dato da tutti i punti P di A tali per cui ¢(Q,P) € W. Si dice allora
che W ¢ la giacitura di 3.

Se dim W = 1 si dice che il sottospazio $ & una retta, se dim(W) = 2 si dice che il sottospazio $
¢ un piano. Intuitivamente, un sottospazio affine corrisponde a tutti i punti dello spazio A che
si possono ottenere partendo da @) e “traslandolo” secondo tutti i vettori di W. Si puo in effetti
dimostrare che quale punto @ di S si sia scelto non € importante: un sottospazio affine $ ¢ definito
dalla sua giacitura a da un qualsiasi suo punto. Una maniera differente, ma equivalente, di dare
un sottospazio affine ¢ quello di dare un set di m + 1 punti @, Py,..., P, € A, e considerare i
vettori ¢(Q,P;) con i = 1,...,m, e usare W = Span[{¢(Q, P;)},] per definire il sottospazio
affine passante per ) con giacitura W.

6.2. Spazi euclidei. A questo punto & chiaro che la funzione ¢ ideale per dare struttura
affine allo spazio euclideo ¢ proprio quella che abbiamo descritto a inizio capitolo, ovvero la
mappa che associa due punti ad un vettore che va da un punto all’altro. Supponiamo quindi di
avere lo spazio usuale in d dimensioni E;: associamo ogni coppia di punti P, Q ad un segmento
orientato che li congiunge che va da P a @, e sia V l'insieme di tali segmenti orientati. Se
poi scegliamo un’origine O, allora possiamo associare univocamente ogni punto X € E; ad
un segmento orientato & € V, come abbiamo fatto in generalita sopra: in altre parole, con
riferimento alla notazione di inizio capitolo, = OX. Abbiamo visto, nella prima sezione, che V
puo essere dotato della struttura di spazio vettoriale reale: possiamo definire somme tra questi
vettori, e prodotto per uno scalare. In effetti, tutta la teoria che abbiamo sviluppato & ispirata
da questo caso puramente geometrico: di conseguenza, lo spazio euclideo € uno spazio affine con

$(P,Q) = PG.

La struttura di spazio vettoriale, e la possibilita quindi di scegliere una base dello spazio vettoriale,
permette di definire una (convenzionale) orientazione di uno spazio affine. Per esempio, nel caso della
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FIGURA 3. Spazio affine tridimensionale A, = R? con sottospazio bidimensio-
nale (piano) la cui giacitura W = Span[{¢(Q, P1), ¢(Q, P2), $(Q, P3)}] ¢ gene-
rata da quattro punti {Q, Py, P», P3}. Ciascun vettore ¢(Q, P;) & associato ad
un segmento orientato QF;: come si vede, i quattro punti sono complanari (ma
non allineati), ovvero i tre segmenti giacciono nello stesso piano, e quindi W &
bidimensionale.

retta affine orientata, abbiamo uno spazio affine [E; associato ad uno spazio vettoriale V unidimen-
sionale. Dato un punto origine O € E; e una base By = {b}, il verso della retta corrisponde al verso
indotto dal vettore di base b. Ovvero, occorre trovare il punto B sulla retta tale che ¢(O, B) = b: la
direzione positiva sara quella del segmento orientato O?:

O b B

Il piano affine IE5 ¢ dato, per definizione, su uno spazio vettoriale che ¢ bidimensionale reale V.
Fissato un punto origine O € [E3 e una base By = {b1, b2}, questa identifichera due punti nel piano,

Anche in questo caso, la base induce una orientazione convenzionale che puo essere definita una volta
scelto un ordine all’interno della coppia (b1, b2): il verso di rotazione del piano & quello che permette

di sovrapporre il segmento orientato OB; al segmento orientato OBz tramite una rotazione attorno
ad O che descriva un angolo convesso: se tale rotazione € in senso antiorario, si dice che I’orientazione
& positiva. Nell’esempio nella figura sopra, per esempio, ’orientazione & positiva.

—
Se x = (ﬁiy = OY € V sono rappresentanti dei punti X,Y € E,, indichiamo con || e
|ly]| la distanza di X e Y dall’origine rispettivamente, e con  ’angolo convesso X OY . Possiamo
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definire un “prodotto” tra i due vettori x e y in termini di queste quantita misurate in £4, ovvero
(1.107) z -y = |z [yl cos .

Questo prodotto moltiplica la lunghezza di un vettore per la proiezione dell’altro lungo la stes-
sa direzione: |lx|| cos® puod essere infatti interpretato come la proiezione di OX lungo OY, o
similmente ||y|| cos @ pud essere interpretato come la proiezione di OY lungo O

X

!
( |
|lz|| cos 6

L’operazione introdotta € una operazione bilineare simmetrica positiva. Se x,y,z € V, allora
(x+y) z=x-z+y-z come esemplificato dalla seguente costruzione geometrica:

Usando la direzione di z come riferimento, proiettare lungo z la somma « + y fornisce la stessa
quantita ottenuta proiettando separatamente x e y e quindi sommando il risultato. Cosi si puo
vedere anche che (cx) -y = c(x - y) per ¢ € R. Inoltre - y = y - x, e infine

zox=|z)*>0

e in particolare, I'uguaglianza vale se e solo se X = O. In altre parole, il prodotto che abbiamo
definito ha tutte le proprieta di un prodotto scalare: per esso viene percid spesso usata la
notazione che abbiamo gia introdotto, @ - y = (x,y). Esso ¢ il prodotto scalare standard di
vettori su E4 che rende lo spazio V prehilbertiano.

Data I'origine O, in uno spazio d dimensionale £ possiamo individuare d direzioni ortogonali.

—
Possiamo quindi trovare al piu d punti Ey, Es, ..., Eq € E4 tali che e, = OFE7, 1 =1,...,d siano
ortonormali tra loro. L’insieme B, = {ei,...,eq} & quindi una base ortonormale secondo il

prodotto scalare che abbiamo introdotto in Eq. (1.107), e questa fornisce, insieme ad un punto
di origine O, un riferimento cartesiano di versori lungo d direzioni perpendicolari (nel senso
classico) nello spazio, che si indica talvolta con Oe; - - - e4. Naturalmente, possono esistere al piu
d vettori ortonormali in £y, che percio ha dimensione d. Secondo questo riferimento, ogni punto
X ¢ associato ad un vettore di coordinate in R?,

1

XGIEdHw:xlel+x262+-~-+xded<—>x:(gf?) e R%

Td

La costruzione ¢ tale che le lunghezze e gli angoli tra vettori in V siano esattamente le lunghezze
e gli angoli che conosciamo nello spazio usuale [E;. Per costruzione, in questa base il prodotto
scalare si puo riscrivere come

d
(1.108) (x,y) = ny
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Questo significa anche che

Z(-i TilYi
(1.109) cosf = — i=1 — .
\/Zi=1 a? \/Zi=1 Y7

Inoltre, consistentemente con il teorema di Pitagora,

d
lzl|* = .
i=1

Quanto abbiamo detto significa che la linea, il piano e lo spazio possono essere visti come
spazi affini su spazi prehilbertiani di dimensione d = 1, d = 2 e d = 3. In generale, uno
spazio euclideo 4 € uno spazio affine su uno spazio prehilbertiano di dimensione d: la struttura
euclidea discende dalla definizione di prodotto scalare in Eq. (1.107), dato in termini puramente
geometrici, che si puo riscrivere come in Eq. (1.108) una volta ottenuta una rappresentazione in
coordinate rispetto ad una data base ortonormale.

6.2.1. Distanza e struttura metrica. Avendo introdotto il concetto di prodotto scalare, che
eredita ovviamente le proprieta generali discusse nel capitolo precedente, possiamo anche definire
una quantita essenziale per introdurre una metrica nel nostro spazio.

DEFINIZIONE 6.3 (Distanza). Siano X,Y € Eq. La distanza tra X e Y é definita come
(1.110) AdX,Y) = [|¢(X, V)| = [lz -y

Se abbiamo un sistema cartesiano Oe; ...eq, e X — x = (;)%; e Y — y = (y;)%,, vettori
di coordinate dei vettori associati @,y € V rispettivamente, allora

d(X,Y) = [l -yl =

Grazie a questa definizione, possiamo introdurre per esempio il punto medio M tra X e Y, come
il punto di coordinate m = %, dato che in questo modo d(X, M) = d(M,Y).

La distanza gode di alcune proprieta che eredita da quelle di prodotto scalare: dati due
punti P,Q € Eg4, d(P, Q) & sempre non-negativa (e pari a zero se e solo se P = @), & simmetrica
(d(P,Q) = d(Q, P)) e vale la disuguaglianza triangolare d(P,Q) < d(P,R) + d(R, Q) per tre
punti P, @, R € ;. Queste tre proprieta, note dalla geometria euclidea, vengono utilizzate come
assiomi fondamentali per definire il concetto di spazio metrico.

7. Geometria analitica nel piano

Consideriamo, per cominciare, la geometria del piano, ovvero dello spazio affine [E5 su uno
spazio vettoriale prehilbertiano bidimensionale V. Assumeremo di aver introdotto un sistema
ortonormale positivamente orientato Oeijes. Si noti che, in molti casi, si usa una notazione
speciale per tale base nel piano, ovvero e; = 2 e es = 3. Ogni punto X € E; ¢ associato
ad un vettore = ¢(O, X) di uno spazio bidimensionale le cui coordinate, rispetto al sistema
ortonormale menzionato, sono espresse da una coppia x € R2. Indicheremo questa associazione
tra punto X e vettore & con X (x).

7.1. Vettori ortogonali. Cominciamo con una breve osservazione. Supponiamo di avere
il punto P(p) e di volere trovare Q(q) tale per cui q sia ortogonale a p. Questo significa che

(g,p) =0, ovvero, in coordinate, q1p1 + gap2 = 0, il che implica che
(1.111) _ Pz
q2 P



46 1. ELEMENTI DI ALGEBRA LINEARE E GEOMETRIA

Come si vede abbiamo ottenuto una informazione sul rapporto fra le due componenti (imporre
I’ortogonalita non ¢ infatti sufficiente a trovare ogni informazione su un vettore, ma solo la sua
direzione) e abbiamo una infinita di soluzioni tra cui scegliere. Una di queste pud essere per
esempio il vettore g con coordinate q = (—pa, p1)T.

7.2. La retta. Dati due punti P(p) e Q(q) del piano, un punto X (x) appartiene alla retta
R passante per essi se € — p e ¢ — p sono paralleli, ovvero linearmente dipendenti. Cio significa
che, in coordinate,

(1112) T —pP1 To — P2 =0
g1 —P1 42— P2

Sviluppando il determinante otteniamo ’equazione cartesiana della retta, ovvero
(1.113) v121 + vewa + v =0, vl =q2 —p2, V2=pP1—q1, 7Y =DP2q1—P1ge-
L’equazione esprime in coordinate la condizione

(1.114) (v,z—p)=0

dove v ¢ il vettore con coordinate v = (v1,v2)T. L’equazione dice quindi che v ¢ un vettore
ortogonale alla retta, ed infatti v ¢ un vettore ortogonale a u := q — p, che esprime invece la
direzione della retta essendo orientato come il segmento PQ.

L’equazione della retta puo essere data anche in forma parametrica, ovvero richiedendo che
un vettore & — p sia proporzionale a q — p,

x —p=1t(qg—p).

Cio ¢ equivalente a scrivere

{xl —m=ta-p) {m =p1+tlq —p1)

(1.115)
Ty — p2 = t(q2 — p2) T2 = pa +t(q2 — p2)

S x=p+it(q—p).

Una maniera ancora diversa di scrivere queste equazioni ¢ porre

T1—P1 X2 — P2
q1 — D1 g2 —p2’
ovvero scrivere la retta in termini di rapporti uguali.

Infine, una retta puo essere data anche per via non di due punti bensi di un punto, per
esempio P(p), e di una direzione, identificata da un vettore u con rappresentazione in coordinate
u = (ug,us)T. Assegnare la direzione u ¢ come assegnare un altro punto Q(q) con g =p+wu e
I’equazione della retta ¢ allora

Ty —P1 X2 — P2

Uy u2

7.3. Intersezione tra rette. Date due rette,
R:viwy +vexe +7=0 R':vjw +vhre +9" =0

si puo studiare il luogo dei punti geometrici in comune alle due rette, RNR’, scrivendo il sistema
di equazioni lineari

V121 + vaxa + v =0
vizy +vhze +9 =0

Sappiamo gia che possono verificarsi vari casi a seconda del rango delle matrici

(D) v V2 | Y
A=) w=( )
o v v | =
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Se rank(A) = rank(H) = 2, allora esiste un solo punto X (x) comune alle due rette, che sono
percio incidenti, RN R’ = {X}; se rank(A) = rank(H) = 1, invece, esistono infiniti punti in
uno spazio unidimensionale e in effetti cio significa che le due equazioni descrivono la stessa
retta, R = R’; se 1 = rank(A) # rank(H) = 2 il sistema non ha soluzione e le due rette non si
incontrano mai, ovvero sono parallele, R | R'. Questi sono i soli casi ammessi, per cui due rette
nel piano sono coincidenti, incidenti o parallele.

7.3.1. Angolo tra due rette. Se due rette sono incidenti, puo aver senso chiedersi quale sia il
loro angolo relativo. Siano v e v’ i corrispondenti vettori ortogonali. Essendo perpendicolari alle
rispettive rette, il loro angolo relativo ¢ uguale all’angolo tra le direzioni delle rette e possiamo

: _ (v,v')
scrivere 6 = arccos T
7.3.2. Fasci di rette. Dato un punto P(p), I'insieme di tutte le rette del piano passanti per
esso e detto fascio proprio di rette con centro P. Se invece consideriamo una retta R, I'insieme

delle rette ad essa parallela e detto fascio improprio di rette con direzione di R.

EY

In particolare, due rette sono perpendicolari se (v, v’) = 0.

L2 T2
A% 4

T Ty

) 2 4 2 ) i

Un fascio di rette proprio € in genere dato come combinazione lineare di due rette che vi
appartengono. Se per esempio

R:viwy +vexe +7=0 R':vim +vize +9 =0

sono due distinte rette del fascio, tutte le rette appartenenti ad esso possono essere ottenute
utilizzando i parametri reali (A, 1) nella combinazione lineare

(1.116) Avimy + vaze + ) + p(vizy +vhre +7') = 0.

Il fascio & proprio o improprio se le rette sono incidenti (e quindi R N R" = {P}) o parallele
rispettivamente. Assumendo A # 0, possiamo introdurre p = #/x e riscrivere il fascio di rette
utilizzando la cosiddetta rappresentazione non omogenea,

v1T1 + vaze + v + p(vizy + vhxe +4) = 0.

Questo fascio contiene tutte le rette gia contenute nell’espressione in Eq. (1.116), eccezion fatta
per la retta R’ (dato che abbiamo assunto A # 0). Questa rappresentazione rende pero chiaro il
fatto che un singolo parametro individua ogni membro del fascio. In particolare, se le due rette
sono parallele, ovvero le equazioni sono nella forma R: (v,z — p) e R': (v,z — q) = 0, il fascio
puos riscriversi come (v, x) +t = 0, dove ¢ ¢ il parametro del fascio.

7.3.3. Distanze. Supponiamo di avere un punto @(q) e volerne calcolare la distanza dalla
retta R, individuata dalla direzione ortogonale v e passante per il punto P(p): la retta & quindi
data da tutti gli @ tali per cui (v, — p) = 0. Tale distanza & definita come la lunghezza del
vettore ¢’ — g, dove Q'(q’) € R tale per cui ¢’ — q sia parallelo a v, ovvero ¢’ — q = tv per un
qualche t € R, ma anche (v,q’ —p) = 0. L’oggetto a cui siamo interessati ¢ d(Q, Q') = ||q’ — q||-
Per ottenerlo scriviamo

0=t(v,qd —p)=(d —q,d —q+q—-p)=|d —q|*+tv,q—p),
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ovvero ||q' — q||* = —t{v, q — p). Possiamo ora rimuovere t osservando che, se ¢’ — q = tv, allora

_ lld’~dl
Tl

llg’ — qll = |tl||lv||, e quindi |¢| , quindi sostituendo questa espressione

lg" —qll = Sign(t)@’ﬁvﬂ 2l

e, dato che tutte le quantita coinvolte sono positive eccetto il prodotto scalare, il segno di ¢ deve
essere tale che t{v,q — p) > 0, per cui possiamo scrivere in forma compatta

(L.117) 4AQ,R) = d(Q.Q) = |4 — qll = W

Se passiamo ora in coordinate, cid che appare al numeratore ¢ esattamente ’equazione della retta
calcolata in gq. Ovvero, se R: viz1 + vz + v =0,

. lvign + vaga + 7|

V2 + 3
Date due rette parallele, la loro distanza e data dalla distanza di un punto qualsiasi di una
dall’altra.

d(Q,R)

7.4. Coniche nel piano. Se la retta ¢ una funzione lineare della posizione x dei suoi
punti, del tipo (v, &) + v = 0, possiamo considerare il caso di domini determinati da equazioni
quadratiche che, in un sistema cartesiano, assumono la forma

(1.118) axf + bx1x0 + CSC% + 2wixy + 2woxs + v = 0,

per una collezione di coefficienti reali (il fattore 2 compare per convenienza futura).
Questo tipo di equazioni si puo scrivere sempre in termini di una forma bilineare simmetrica
e un prodotto scalare, ovvero come

(1.119) o(x, ) + 2(w,x) +v=0,

dove p: VXV — R ¢& una forma bilineare e w € V che, secondo il riferimento cartesiano Oe; e,
ha matrice associata simmetrica
b — ( a b/2)

b/2 ¢
In termini di coordinate possiamo quindi riscrivere

(1.120) xTdx +2wTx +~v = 0.

Le curve nel piano determinate da questa famiglia di equazioni sono dette coniche. Per studiarle,
e utile eseguire un cambio di riferimento cartesiano. Essendo ® simmetrica, esiste sempre una
base ortonormale B, = {€;1, €5} in cui questa forma puo essere diagonalizzata: in altre parole,
passando dal riferimento cartesiano Oejes al riferimento cartesiano Oé;€; con una opportuna
matrice ortonormale S, abbiamo che, chiamando X = STx
XTOX + 2WwTx + 7 = xTSSTOSSTX + 2wTSK + v = KTDK + 2wk + v = 0,

dove abbiamo introdotto w = STw e la rappresentazione di ¢ secondo la base diagonalizzante,

b — _ (M0

d:=SsTos= (% ),
con A1 e Ao sono gli autovalori della forma: questo vuol dire che ’equazione, in coordinate, ha
ora la struttura

AN122 4+ Xod2 + 213 + 29de + = 0.

A questo punto, possono verificarsi tre possibili casi a seconda del valore di det ®.
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T2
2 1

2
FIiGurA 4. Parabola di equazione xo = 3614_1. Il punto indica la posizione del
fuoco, mentre la direttrice e tratteggiata.

7.4.1. Il caso det ® = 0 e la parabola. Supponiamo che det ® = 0, ovvero per esempio Ao = 0.
Questo vuol dire che possiamo scrivere I’equazione per la conica in coordinate come

M2+ 2012 + 2@ +y = 0.

Se w9 = 0, si tratta di una equazione per z1, che quindi genera, al pili, due rette (possibil-
mente coincidenti) nella forma x; = x(ﬂf se % — 417y > 0 (altrimenti, non corrisponde a nessun
luogo del piano). Se w9 # 0, questa equazione pud scriversi

1 2 2 A1 (5} DAy
To=—— (M Z7 201 T1+7)=a(ZT1— +pa, a=——— =— =_——
2 2w2( 127 171 ’Y) (£1—p1)"+p2 20 b1 A P2 2220

La curva descritta da una equazione siffatta ¢ detta parabola.

Una parabola ¢ infatti ottenuta come il luogo dei punti x equidistanti da un fuoco prefissato
f e da una direttrice orizzontale descritta da un’equazione del tipo (0, — q) = 0, dove ¥ si
assume essere un versore In questo caso, sappiamo che deve valere ’equazione

lz — fII> = {0,z — )|,

Un po’ di algebra fa vedere che in effetti questa condizione puo essere scritta come
p(x, ) +2(w,z) +7=0

dove ¢ € una forma bilineare simmetrica e w un vettore tali che

<p(m,y)z<a},y>—<m,ﬁ><f),y>, w:ﬁ_.fa 7:||f||2_<{)ap>2

La forma bilinere, in particolare, ha determinante nullo: infatti, data una base ortonormale B,
la corrispondente matrice &
®— (1—@% 0102 )

D10 1 — 03
che, essendo ||9]|? = 92 + 3 = 1, ha det ® = 0. La parabola ¢ una curva simmetrica rispetto al
suo asse, costituito dalla retta passante per il fuoco e perpendicolare alla direttrice: 'intersezione
tra tale retta e la curva stessa ¢ detto vertice della parabola. Nel riferimento Oé;és questo asse

¢ semplicemente la retta £; = 0.
7.4.2. Il caso det ® > 0 e l’ellisse. Se det ® # 0, possiamo semplificare ulterioremente 1’e-

~ —

quazione eseguendo uno shift, ovvero definendo tt = ® 1\7, corrispondente, secondo il riferimento
Oé1é5, ad un certo vettore u nello spazio, e spostare l'origine del nostro riferimento cartesia-
no da O a O(u) Notare che, cambiando l'origine, i punti dello spazio saranno rappresentati
da vettori diversi. Dovendo valere l'uguaglianza di Chasles, dato un punto X nello spazio,
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€2

xTo A xTo To

. A I > L1
0 / %)

FIGURA 5. Esempio di cambio coordinate nel piano del tipo in Eq. (2.13) nel
piano, consistente in una rotazione seguita da una traslazione. Ricordiamo che
una matrice S di cambio base in uno spazio bidimensionale puo essere associata
ad un angolo di rotazione 6: il cambio di coordinate permette di allineare gli
assi della conica in analisi (nell’illustrazione, un’ellisse) con quelli di riferimento.

T2

Ficgura 6. Ellissi con assi paralleli agli assi cartesiani e centrate nell’origine.

2 2
In rosso, ellisse descritta dall’equazione I—Sl + %2 = 1; in blu, ellisse descritta

2
dall’equazione 27 + %"‘ = 1. I punti indicati sugli assi di corrispondente colore

sono i rispettivi fuochi.

#(0,X) = ¢(0,0) + ¢(0, X), ovvero, chiamando & = ¢(0, X), & = & + u. Grazie a questo
shift, possiamo eliminare il termine lineare, con il cambio di variabili x = X + G, ottenendo

XTOX + 75 =0,

dove 5 = v —UTd 70 = v — v~ 'v. Avendo eseguito questo cambio di variabili, 'equazione
assume una forma molto semplice, detta forma standard

(1.121) MTT + Md5+5 =0

che abbiamo ottenuto eseguendo una trasformazione di riferimento cartesiano da Oejes a Oé;é,
costituita da una traslazione dell’origine e una rotazione,

(1.122) x=S8T(x—v).

Se ora det® > 0, questo significa che i due autovalori di ® sono concordi, per esempio
entrambi positivi (possiamo, in caso, moltiplicare per —1 I’equazione per rendere i due coefficienti
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positivi). Se ¥ < 0, allora 'equazione ammette delle soluzioni e possiamo scriverla come

it ¥ gl gl
1.123 S+2=1 Ti= o, W=
(1.123) 2T D po

Questa € una equazione di un ellisse, ovvero il luogo dei punti geometrici tali per cui
& — fill + [l — f2]| = 2max{a, b}

Qui f; ha coordinate f; = (c~7 0) e f2 ha coordinate fy = (jc, 0), con ¢ = va? — b2, se a > b.
Viceversa, f1 ha coordinate f; = (0,¢) e f2 ha coordinate fa = (0, —c), con ¢ = Vb% — a?, se
a < b. L’eccentricita di una ellisse ¢ data da

c

~ max{a, b}’

La quantita max{a,b} & detta semiasse maggiore, mentre min{a, b} & il semiasse minore. Se
a = b abbiamo una circonferenza, con centro ’origine Oe raggio a. In questo riferimento, 1’asse
principale dell’ellisse, ovvero la retta su cui giacciono i suoi fuochi, coincide sempre con uno dei
due assi cartesiani: laltro asse & detto asse secondario. Se 4 > 0, invece, si dice che I'equazione
descrive una ellisse immaginaria, e non corrisponde ad alcun punto. Nel caso 4 = 0, I'unica
soluzione corrisponde al punto nell’origine 0.

Nel sistema di riferimento Oé;és, I'’equazione ha la forma

(%1 — 07)? n (%9 — 119)?

2 02 =1.

che ¢ una ellisse centrata in O(wu) punto nel riferimento Oé;és e con asse principale parallelo a
uno dei due assi cartesiani. Se ’ellisse ha assi ruotati rispetto al riferimento, invece, compaiono
termini misti nell’espressione cartesiana come in Eq. (1.118).

T1

NN 2

x2
P
c
Sia € una circonferenza di centro C(c). Consideriamo un punto P(p) € C e tracciamone la tangente
alla circonferenza: come scriverne ’equazione? Occorre tracciare la retta passante per P orientata

lungo la direzione ortogonale a p — ¢. Questa direzione, sia u, € espressa in coordinate come u =
(c2 — p2,p1 — c1), per cui 'equazione &

T1—p1 T2 —C2

(1.124) =
C2 — P2 p1—C

& (1 —p1)(p1 —c1) + (m2 — 1) (p2 — c2) = 0.

7.4.3. Il caso det ® < 0 e ["iperbole. Se det ® < 0 possiamo ugualmente ottenere la forma
standard in Eq. (1.121), ma questa volta A;A2 < 0. Come nel caso precedente, se ¥ = 0
I’equazione descrive il solo punto 0. Se invece 4 # 0, supponiamo per esempio che Ay e ¥
abbiano lo stesso segno, dividiamo per 4 e scriviamo

_T
A’

52 52
x T
1 — Z2 = 17 az =

> _ 7
CL2 b2 bm = )\2.
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FI1GURA 7. Iperboli di equazione % - ? =1 (rosso) e —x7 + ? =1 (blu). I

punti indicati sugli assi sono i fuochi, mentre le linee tratteggiate sono gli asintoti
delle iperboli.

Questa equazione descrive una iperbole. Infatti, essa fornisce tutti i punti « le cui distanze da
due fuochi, fi e fa, hanno una differenza in modulo fissa, ovvero 2a, con a > 0

||z = f1]l = [z = f2ll] = 2a,

2

con fuochi aventi coordinate f; = (c,0) e fy = (—c,0), dove ¢ = a? + b?. Nel caso in cui invece

4 e Ay abbiano lo segno opposto, e quindi I’equazione sia nella forma i—z — i—; = 1, i fuochi
sono in posizione f; = (0,¢) e fo = (0, —c), con ¢* = a? + b?. Infine, una iperbole & dotata
di due asintoti, ovvero rette che l'iperbole avvicina (senza mai toccare) quando @ si allontana
dall’origine. Queste rette hanno equazione bz, &+ aZy = 2O: questo si puo vedere osservando che

1L ~ G

'equazione della parabola implica che, per 2,3 > 0, ERalE

8. Geometria analitica nello spazio

Consideriamo ora il caso d = 3. Anche in questa sezione useremo la notazione P(p) per
indicare un punto P associato al vettore p € V le cui coordinate sono p = (p1, p2, p3)T secondo un
riferimento ortogonale cartesiano fissato Oejeses. Come nel caso del piano, una base ortonormale
nello spazio € a volte denotata con una notazione speciale, e; = i, es = j, e3 = k. Anche questa
base viene indicizzata in accordo con una convenzione che ne definisce una orientazione positiva
e che sfrutta la definizione di prodotto vettoriale: data la base ortonormale B, essa & orientata
positivamente se e3 = e A ea. La convenzione positiva si ottiene seguendo la cosiddetta “regola
della mano destra”: puntando il pollice nella direzione di ey, 'indice in quella di e, e tenendo
il medio in direzione perpendicolare al palmo della mano, quest’ultimo puntera nella direzione
di e3. Per esempio, nella figura sotto a sinistra la convenzione & positiva, mentre a destra e
negativa.

Come nota finale, osserviamo che il modulo del prodotto vettoriale ha anche una interessante
interpretazione geometrica: || A y|| € infatti il doppio dell’area del triangolo con vertici O, X
e Y. Basta infatti osservare che ||y|| | sin 8| & proprio l'altezza del triangolo siffatto rispetto alla

base individuata da OX. Torneremo su questo punto dato che e legato ad una interpretazione
geometrica generale del determinante.
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8.1. Il piano. Come nel caso delle rette nel piano, anche un piano TT nello spazio puo essere
individuato in diversi modi. Una maniera pud essere dare un punto P(p) e un vettore v non
nullo: il piano viene quindi individuato da tutti i punti X (x) tali per cui @ — p ¢ ortogonale
alla direzione individuata da v. Sia quindi v = (v1, v, v3)T una rappresentazione di v nel nostro
riferimento cartesiano: la condizione di ortogonalita si scrive

(1.125) IM: (v, —p) =0 vi(x1 —p1) + va(@2 — p2) + v3(z3 — p3) =0,
che possiamo riarrangiare nella forma
IT: vizy + vowa +v323 + 7 =0,

dove v = —(v, p). Si noti che cio che & importante & la direzione di v, non il suo modulo o verso
(quindi cv, con ¢ € R, per esempio, individua lo stesso piano). Le coordinate v di v sono dette
parametri di giacitura e, per quanto appena detto, sono individuate a meno di un fattore non
nullo di proporzionalita. L’insieme dei piani individuato da (v, — p) = 0 al variare di v & detta
stella dei piani con centro in P. Dato che v individua la direzione ortogonale al piano rispetto
al riferimento cartesiano, a seconda del suo valore possono succedere diversi fatti.

e Se (v,p) =0, il piano passa per l'origine O.

e Se v; = 0, allora il piano & parallelo all’asse e;; se due elementi di v sono nulli, siano

per esempio v; e v; con i # j, allora il piano ¢ parallelo al piano generato da {e;, e;}.

Una maniera diversa di individuare il piano ¢ dare tre punti, P(p), Q(q) e R(r) non allineati,
e richiedere che il piano TT passi per questi tre punti. Ciod vuol dire che, se X (x) € TI, = — p,
q — p e r — p devono essere complanari, ovvero linearmente dipendenti, e quindi in coordinate

Ty —p1 T2 —pP2 T3 —P3
(1.126) M lg1—p1 g2—p2 q3—p3|=0
Tm—P1 T2—pP2 T3—P3

che fornisce I’equazione del piano passante per i tre punti dati. E anche possibile individuare il
piano usando un punto P(p) e due vettori non paralleli u,w € V che individuano due direzioni
nello spazio in modo che il loro span sia il piano che ci interessa. Possiamo usare questi due vettori
per costruire v = u A w, ortogonale a entrambi e quindi anche al piano, e usare v esattamente
come sopra: un punto X (x) € TT se & — p & ortogonale a v, ovvero a u A w, o in altre parole
(x — p,u A w) = 0. In coordinate questo significa

1 —p1 T2 —P2 T3 —P3
(1127) TT: (51 U us =0.

w1y w2 w3
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O ancora diversamente, si puo chiedere che il vettore & — p sia nello span di u e v, ovvero
(1.128) r—p=tiut+tow=x=p+tiu-+tw, ti,t2 € R.

Quella ottenuta ¢ la rappresentazione parametrica del piano. Come nel caso della retta nel piano,
tutte le rappresentazioni date del piano nello spazio sono equivalenti.
8.1.1. Intersezioni di piani. Esattamente come nel caso delle rette nel piano, dati due piani

TT: vy + voxs + v3x3 + 9 =0, T vz + vhws +vhzs +9 =0

associati rispettivamente ai vettori normali v e v’, possiamo studiare la loro intersezione risol-
vendo il sistema

V121 + V22 + v3x3 + 7 =0,

vixy + vhas +vhzs + v =0

la cui matrice dei coefficienti e matrice orlata sono rispettivamente

A:<v1 Vs U3>7 H:('Ul vy U3

— )
/ / / / / / / .
vy V2 U3 vy UV Uz | =7
rank(A) = rank(H) = 2: intersezione ¢ non vuota e ha dimensione 1, ovvero ¢ una retta;
rank(A) = rank(H) = 1: D'intersezione & non vuota e ha dimensione 2, ovvero & un piano: le due

equazioni descrivono lo stesso piano nello spazio;
1 = rank(A) # rank(H) = 2: Vintersezione tra i due piani & vuota: essi sono paralleli.

Possono verificarsi diverse eventualitas:

Due piani sono paralleli se i rispettivi vettori normali v e v’ sono paralleli; viceversa sono
ortogonali se lo sono i rispettivi vettori normali, (v,v") = 0.

8.1.2. Fuasci di piani. come nel caso delle rette, & possibile introdurre il concetto di fascio
di piani. Un fascio di piani émproprio € una famiglia di piani paralleli: cio vuol dire che tutti i
piani hanno lo stesso vettore ortogonale v, ma diverso p, per cui una fascio di piani improprio si
scrive

(1129) <’U,.’B> + t= V11 —+ VX9 + V3T3 + t= 0, te R,

di modo che ogni elemento della famiglia ¢ individuato da un valore del parametro ¢. Un fascio
proprio di piani, invece, ¢ una famiglia di piani con una retta in comune. Se

IM: vix1 + voxs + v3xs + 7 =0, I vz + vhoy +vizs +9 =0
hanno TTNTI' = R, con R retta, il fascio puod essere scritto come
(1.130) Mviz1 + vaze + v3x3 + ) + p(vixr + vhTy + vhw3 + ') =0, A\ p€ER,
oppure, in forma non omogenea,
(1.131) V1T + Voo + v3w3 + ¥ + p(vixy + vhTe + vhTs + ) =0, peR,
dove al variare di p tutti gli elementi del fascio sono riprodotti eccezion fatta per TT.
8.2. La retta nello spazio. Consideriamo ora il problema della rappresentazione di una

retta R nello spazio. Dati tre punti distinti X, P,Q € R, essi devono essere taliche g—pex —p
sono linearmente dipendenti, che significa che

(1.132) zr—p=tlq—p) =x=p+itlg—p), tek.
Questa ¢ la stessa equazione parametrica gia ottenuta per il caso del piano in Eq. (1.115), ma
questa volta i nostri vettori sono tridimensionali, quindi implica che

1 —n L2 — P2 L3 — D3

(1.133) = =
q1 — P1 q2 — P2 q2 — P3
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Come nel caso bidimensionale, il vettore w = g — p individua la direzione della retta. Se & dato
direttamente u, le cui coordinate siano u = (uy, us, u3)T, allora
L1—Pp1 _ T2—PpP2 T3 —P3

(1.134) — —
U1 U us

individua la retta passante per P(p) nella direzione individuata da w. Tale condizione si pud
scrivere come un insieme di due equazioni lineari,

(1.135)

V171 + vax2 +v3x3 +7 =0
vixy + vhas + vhzs + =0

con opportuni coefficienti, cioe, come forse atteso, come un problema di intersezione tra due
piani: & questa la rappresentazione cartesiana di R. Si noti che i due piani non sono identificati
univocamente: ci sono, come abbiamo visto nello studio dei fasci propri, infiniti piani passanti
per una retta, quindi quelli ottenuti sono solo due diversi piani tra infiniti possibili. Inoltre,
perché il sistema sopra abbia uno spazio delle soluzioni unidimensionale, il rango della matrice
dei coefficienti e della matrice orlata deve essere massimo, ovvero 2.

8.3. Posizioni reciproche di rette e piani. Avendo introdotto due oggetti nello spazio,
la retta e il piano, ha senso chiedersi come misurare la loro posizione reciproca, ovvero come
valutare se essi si intersecano o no, o qual ¢ il loro angolo relativo. In questo compito, la nostra
conoscenza dell’algebra lineare sara di grande aiuto.

8.3.1. Posizione reciproca tra retta e piano. La posizione reciproca tra una retta R e un
piano TT puo essere facilmente studiata utilizzando, ancora una volta, il teorema di Krockecker—
Rouché-Capelli. Sia la retta

Q. Jwr + ugxo + uzxz +yu =0
"\ wimy 4+ wazs + wazs + v =0
e il piano
IT: vix1 + voxo + V323 + v, = 0.
Per trovare la loro intersezione dobbiamo risolvere il sistema
V1T1 + Voo + v3T3 + Y, =0
RNOTT: S upxy + usws + usxs + v, =0
W1T1 + WLz + W3T3 + Yo = 0

avente come matrice dei coefficienti A e matrice orlata H

U1 U2 U3 V1 V2 V3 | =V
A=\ u wux wug|, H=1| u wu wuz| -
w; w2 w3 wp W2 W3 | —Yw

Osservando che il rango della matrice A e quindi della matrice H deve essere almeno pari a 2
(per via del fatto che il sottosistema corrispondente ad R deve appunto rappresentare una retta),
possono verificarsi diversi casi:

rank(A) = rank(H) = 3: esiste un’unica soluzione del sistema, e quindi un unico punto P, tale
che RNTT = {P};

rank(A) = rank(H) = 2: esiste un sottospazio di dimensione 1, ovvero una retta, soluzione del
sistema: questa retta non puo che essere R stessa, che quindi giace nel piano, per cui
RN =R;

2 =rank(A) # rank(H) = 3: non esistono soluzioni, ovvero la retta & parallela al piano.
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8.3.2. Angolo tra due rette. Date due rette R e R’, supposte incidenti, siano u e u’ i vettori
che ne individuano la direzione: il loro angolo & tale che

(u, u)

cosf) = —————
([l |||’

esattamente come nel caso delle rette nel piano. In particolare, & possibile definire i cosiddetti
coseni direttori, ovvero i coseni degli angoli tra la retta e le tre direzioni individuate da eq, es e
es. Essi sono dati da

<’LL, ei> (%

[l Vui + ul + uj
Questi coseni non sono altro che i coefficienti che appaiono scrivendo il vettore w nella base
ortogonale,

u = ||u|| (cosbre1 + cosbzes + cosbfses) .

8.3.3. Angolo tra due piani. Se consideriamo due piani TT e T con vettori ortogonali v e v,
si puo analogamente scrivere che il loro angolo relativo 6 ¢ tale che cosf = Hfflj\im (e quindi i
piani sono ortogonali se (v,v’) = 0).

8.3.4. Angolo tra retta e piano. Siano dati una retta nella direzione u e un piano con direzione
ortogonale v. Questo vuol dire che se ¥ & 'angolo tra v e u, 'angolo tra la retta e la direzione
ortogonale a v (ovvero, parallela al piano) & § = w — ¢, per cui
(1.136) sinf = cos1) = (v,u) .
[[ul [lv]|

8.3.5. Distanza tra punto e piano. Gli argomenti che ci hanno permesso di ottenere 'Eq. (1.117)
possono essere riprodotti esattamente qui per il piano: se TT ¢ individuato dalla condizione

(v, —p) =0, e Q(q) & un punto nello spazio, allora la distanza tra @ e il piano &

(1.137) d(Q,TT) = W.

Ovvero, se il piano & individuato dall’equazione cartesiana TT: v1x1 + V922 + V323 +
b )

_ [v1q1 4 v2q2 + v3q3 + 7|
VU3 +v3 4 v3

8.3.6. Distanza tra punto e retta. Volendo calcolare la distanza di un punto P(p) da una
retta R nello spazio, si puo osservare che se la retta ha direzione u, allora il piano individuato da
IT: (u,z—p) = 0 passa per P ed ¢& ortogonale alla retta. Se H = RNTI, allora d(P,R) = d(P, H).

8.3.7. Distanza tra due rette. Infine, consideriamo il problema del calcolo della distanza di
due rette R e R’ nello spazio. Esse possono essere incidenti (e allora la loro distanza & zero),
parallele (e allora la loro distanza ¢ uguale alla distanza di un qualunque punto di una dall’altra)
o sghembe. Due rette sono sghembe se non si intersecano ma i due vettori u e u’ che ne indicano
la direzione non sono paralleli. Supponiamo quindi che le due rette abbiano la forma = p+tu,
x =p +tu, t,t' € R. In questo caso, & possibile individuare un vettore w tale che (w,u) =0 e
(w,u’) = 0. Volendone individuare la direzione, questo vuol dire cercare la soluzione del sistema

(1.138) d(Q,TT)

UiwW1 + uows + uzws =0
(1.139) (u,w) = (W, w)y=0e ¢ | 22T TS

ujwy + usws + usws =0
la cui matrice dei coefficienti ha rango massimo (ovvero 2) dato che i vettori u e u’ sono linear-
mente indipendenti. Una volta trovato w, occorre trovare Q(q) € R e Q'(q') € R’ tali per cui
q — ¢’ = cw per un qualche ¢ € R, ovvero tali per cui ¢ — q’ & ortogonale a entrambe le rette.
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FiGurA 8. Due rette sghembe e la distanza tra esse.

Dato che Q(q) € R e Q'(q') € R’ questo significa che esistono 7 e 7/ per cui ¢ = p + 7u e
q=p +7u,

(1140) Hq - q/H2 = <C’I.U,p - p, +Tu — 7"u,/> = C<w,p — p’>
Ma ||q — 4’| = |¢| ||w]| ovvero

o
(1.141) 4Q,Q) = W.

Per definizione d(R,R") == d(Q, Q’).

8.4. Sfere e circonferenze nello spazio. La sfera puo essere visto come “‘I’analogo tri-
dimensionale della circonferenza” ed ¢ descritta dalla stessa equazione: dato un punto C(c) e un
reale positivo r, la sfera 8§ di centro C' e raggio r & data dai punti X () tali che

(1.142) §: d*(X,C) = ||z —c||® = ||z||* + 2(z, c) + ||c]|* = 7>
In coordinate questo significa

(1.143) (1 —c1)® + (29 — 2)* + (w3 — ¢3) = 12,

che puo mettersi nella forma

(1.144) xf—i—x%—l—x%—i—alxl + asxs + azxz +v = 0.

Esattamente come abbiamo visto nel caso della circonferenza, possiamo tentare di mettere una
generica equazione tipo Eq. (1.144) nella forma in Eq. (1.143) identificando
af + a3 + a3

ci:—%peri:1,2,3, TQZf—'y

Se 2 > 0 abbiamo una sfera ordinaria, mentre se 72 = 0 la sfera ha raggio nullo. Se r? < 0,
invece, abbiamo una inconsistenza, ovvero la sfera ¢ “immaginaria” ed in effetti cio significa che
S=a.

Dato un piano TT, esso puo avere diverse posizioni rispetto alla sfera:

e se d(C,TT) > r, il piano & esterno e non tocca la sfera;

e se d(C,TT) = r, il piano & tangente e tocca la sfera in un punto;

e se d(C,TT) < r, il piano & secante come in figura, e § N TT sia l'insieme dei punti
dell’intersezione. Questi punti distano tutti r dal centro della sfera, mentre distano
rE = r? — d?(C,T) dall’intersezione Cpy tra il piano TT e la retta R ad esso ortogonale
passante per C: l'insieme e quindi una circonferenza di centro Cy e raggio ry.

L’osservazione sopra implica che una circonferenza € puo in effetti essere rappresentata nello
spazio proprio come una intersezione tra una sfera e un piano: si noti che esiste un unico piano
che contiene una certa circonferenza (quello in cui essa giace) ma infinite sfere che intersecano
quel piano per produrre la stessa circonferenza.
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IT

FicuraA 9. Sfera di centro C intersecata da piano Tl. L’intersezione € una
circonferenza di centro Cry, punto del piano di minima distanza da C.



CAPITOLO 2

Elementi di calcolo in piu variabili

Premessa. Nel precedente capitolo abbiamo gia visto come sia possibile associare in ma-
niera biunivoca ad ogni punto X € IE; un vettore & di uno spazio vettoriale d-dimensionale,
le cui coordinate, una volta specificato un riferimento cartesiano Oe; ... eq, sono espresse da
un vettore di numeri reali x € R?. Alla luce di questa corrispondenza, immagineremo in gene-
rale fissato il riferimento cartesiano: cio permette di associare univocamente ogni punto X (x)
al corrispondente set di coordinate x e quindi di identificare i tre oggetti (punto, vettore nello
spazio vettoriale, coordinate del vettore), X ~ x ~ x. In definitiva, cio¢, possiamo identificare
Eqg ~ R?. Scriveremo quindi per brevita x € R? significando il punto X nello spazio associato
ad un vettore x con coordinate x = (x1,...,24)T € R%

1. Intorni in R?: topologia, limiti e continuita

1.1. Topologia di R?. In questa prima sezione introduciamo un “dizionario” per ’analisi
in molte dimensioni. Molte definizioni che verranno date generalizzano il caso unidimensionale.
Abbiamo gia visto che, dati due punti x,x’ € R, possiamo associare una distanza tra essi,

d(x,x') =[x = X[ =

Esattamente come nel caso delle funzioni reali su R, ¢ utile partire dal concetto di intorno, che
possiamo introdurre avendo gia dato una distanza.

DEFINIZIONE 1.1 (Intorno sferico). Sia x € R?. Data la quantita reale r > 0, si dice intorno
sferico di x di raggio r linsieme dei punti p tali che
(2.1) J.(x) ={peR":0<|p—x| <r?}.

Un insieme di punti A C R? si dice limitato se esiste un intorno che lo contiene: diversamente

si dice che A & illimitato. Come nel caso unidimensionale, possiamo dare una definizione di punto
di accumulazione rispetto ad un insieme di punti A C R9.

DEFINIZIONE 1.2. Un punto x € R si dice di accumulazione di A se per ogni intorno
circolare J,.(x), I.(x) N A # &.

In particolare questo significa che se x & un punto di accumulazione di A, in ogni suo intorno
cadono infiniti punti di A: d’altra parte questo implica anche che se A ha un numero finito di
punti, esso non puo avere punti di accumulazione. Vale il seguente teorema:

TEOREMA 1.1 (di Bolzano-Weierstrass). Ogni insieme limitato contenente infiniti punti
ammette almeno un punto di accumulazione.

Dato un insieme A C IRd, definiamo il complemento di A in R¢ come A = R¢ \ A. Possiamo
allora distinguere punti interni, esterni e di frontiera.
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DEFINIZIONE 1.3. Un puntox € A C R? si dice interno se esiste Ir(x) C A. Si dice viceversa
esterno se esiste 3,.(x) C A. Si dice infine di frontiera se per ogni intorno J,(x), J,(x) N A # @
e J.(x) N A £ @. Linsieme di tutti i punti di frontiera di A si dice frontiera o contorno di A e
st indica con OA. L’insieme di punti interni di A si dice interno di A e si indica con A°.

Infine, possiamo dare la definizione di insieme aperto e insieme chiuso in questo contesto.

DEFINIZIONE 1.4 (Insieme aperto e chiuso). Un insieme A & aperto se ogni suo punto &
interno, ovvero non contiene punti di frontiera. Viceversa, un insieme € chiuso se contiene tutti
1 suoi punti di frontiera.

Da questa definizione discende che possono aversi insiemi che non sono né aperti né chiusi.

\

DEFINIZIONE 1.5 (Dominio). Un dominio di R% ¢ un insieme di punti che é chiuso e tale
per cui ogni suo punto € di accumulazione di punti interni.

Concludiamo con la definizione di insieme connesso per archi e insieme semplicemente con-
nesso.

DEFINIZIONE 1.6 (Insieme connesso per archi). Un insieme A C RY si dice connesso per
archi se, dati due punti x,y € A, esiste una funzione continua y: [0,1] € A, tale che y(0) =x e

Y(1) =y.

Una funzione continua y: [0, 1] € A, tale che y(0) = x e y(1) =y & detta arco tra x e y. Se
x =y essa ¢ detta arco centrato in x. Un arco centrato in x € contraibile se esiste una funzione

continua h: [0, 1] x [0,1] — R? tale che h(¢,0) = y(t) e h(t,1) = p V¢ € [0, 1].

DEFINIZIONE 1.7 (Insieme semplicemente connesso). Sia A C R? connesso per archi. Esso
st dice semplicemente connesso se, per ogni p € A, un arco centrato in p é contraibile.

1.2. Funzioni. Una certa quantita reale z si dice funzione di x € A C R? quando ad ogni
x € A corrisponde uno e un solo valore z € R. L’insieme A si dice insieme di esistenza o
definizione e si scrive che z = f(x) per significare che esiste una legge, indicata con f, che associa
ad ogni x € A uno e un solo z € R, ovvero in simboli

f: A—=R.
L’insieme
f(A) ={z€R: Ix € A tale che z = f(x)} CR.
¢ 'immagine di A per mezzo di f: f si dice limitata se f(A) ¢ limitato. Il luogo geometrico dei
punti (x, f(x))T € R4 ottenuti facendo variare x in A & detto grafico della funzione f. Infine,

possiamo definire il massimo assoluto maxyec 4 f(x) = max f(A) e il minimo assoluto di f su A,
minge 4 f(x) := min f(A), se questi due valori esistono.

Tutte le definzioni sopra sono una generalizzazione di quanto visto per d = 1. Un caso speciale & il
caso d = 2 semplicemente per via del fatto che & possibile rappresentare graficamente una funzione.
In questo caso si usa una notazione speciale anche per le componenti di x, ovvero si denota con z la
componente z1 e con y la componente z2, scrivendo x = (z,y)T. La rappresentazione grafica si ottiene
per mezzo di un diagramma cartesiano in cui ogni punto individuato dalla funzione f & identificato
dalla terna (z,v, f(x)) € R3.

Per esempio, supponiamo di avere la funzione

i /2 2
= I =T A= (= ) €R el <8yl <)
T Y

Otteniamo la seguente rappresentazione:
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1.3. Limiti. Come nel caso delle funzioni in una variabile, & possibile definire il limite di
una funzione f: A — R. Diamo di seguito le seguenti definizioni di limite di f verso un punto
di accumulazione p per A.

DEFINIZIONE 1.8. Sia f: A — R e sia p punto di accumulazione di A. Allora si dice che
£ e R éillimite di f per x — p, e si scrive

lim f(x) = ¢,

x—p
se per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che
[t —f(x)| <e Vx € I5(p).
DEFINIZIONE 1.9. Sia f: A — R e sia p punto di accumulazione di A. Si dice che la funzione
ha limite infinito positivo, e si scrive

lim f(x) = +o0,

X—p
se per ogni M > 0 esiste 6 > 0 tale che
f(x)>M Vx € I5(p).
DEFINIZIONE 1.10. Sia f: A — R e sia p punto di accumulazione di A. Si dice che la

funzione ha limite infinito negativo, e si scrive
lim f(x) = —oo0,

x—p

se per ogni M > 0 esiste & > 0 tale che
flx) < —-M Vx € J5(p).

Le definizioni sopra possono ripetersi per dare il limite di una funzione f all’infinito, scrivendo
limy ;00 f(x). In questo caso, occorre dare un senso al concetto di “intorno dell’infinito” J5(c0)
per un dato § > 0: si puo utilizzare la definizione

J5(00) = R\ J1/5(0).
I teoremi fondamentali riguardo la composizione di limiti di due funzioni diverse visti per il

caso in una variabile continuano a valere nella forma seguente.

TEOREMA 1.2. Siano f e g due funzioni definite sullo stesso insieme A C R?, avente punto
di accumulazione p. Se esistono £, ¢ € R tali per cui

. _ . _
limf(x)=¢  limg(x) =2,

allora

lim[f(x) £ g(x)] =€ 1, lim f(x)g(x) = ¢¢', se ' #0 lim Jx) é

x—p x—p x=p g(x) v
Infine, se £ # 0, allora esiste § > 0 tale che Vx € Is(p), f(x) ha lo stesso segno di L.
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1.4. Continuita. Ancora una volta, la definizione di continuita puo essere data in analogia
col caso unidimensionale.

DEFINIZIONE 1.11. Una funzione f con insieme di definizione A é continua in p € A, punto
di accumulazione per A, se

lim /(x) = /(p).

x—p

Se f é continua in ogni punto x € A, essa si dice continua in A.

Viceversa, se f non € continua nel punto di accumulazione p € A, essa si dice discontinua in
p. Possiamo riassumere i principali fatti riguardo le funzioni continue nei seguenti teoremi, che
sono gli equivalenti di analoghi risultati per il caso di funzioni in una variabile.

TEOREMA 1.3. Somme, differenze e prodotti di funzioni continue in un dato punto risultano
in funzioni continue nello stesso punto. Quozienti di funzioni continue in un punto sono continui
nel dato punto purché il denominatore del rapporto sia non nullo in esso.

TEOREMA 1.4. Se f é continua su un dominio limitato D, essa ha sempre massimo e minimo
assoluti su tale dominio.

2. Derivate di una funzione a piu variabili

2.1. Derivate direzionali e derivate parziali. Supponiamo di avere una funzione f
definita su un dominio D, e sia p un punto interno del dominio. Nel caso unidimensionale una
derivata in un punto quantifica la variazione di una funzione, in un intorno del punto considerato,
nella direzione dell’asse reale. Per una funzione su R? ci sono, naturalmente, infinite direzioni in
cui si puo studiare la variazione di una funzione f. Supponiamo quindi di scegliere una direzione
specifica, indicata da un versore v € R? e diamo la seguente definizione:

DEFINIZIONE 2.1 (Derivata direzionale). Sia A C R? un aperto e sia f definita su A. Si
dice che f é derivabile in p € A nella direzione v se il limite

i L@ 1) — f()
t—0 t
esiste finito. Questo limite si indica con
9f(p)
ov

La derivata introdotta € una derivata direzionale. Un caso particolarmente importante ¢
quello in cui la direzione scelta ¢ proprio quella fornita da un vettore della base ortonormale del

riferimento cartesiano, {ey,...,eq} di R%. In questo caso la derivata si chiama derivata parziale
e si utilizza per essa una notazione speciale, ovvero
0 0 s D2y Die1,Pi + U Did s e —
f(p) = 9,f(p) = f(p) — lim f(p1,p2 Pi—1,Di Di+1 Pd) f(P).

(“)xi
In altre parole, questa ¢ 'usuale derivata di una funzione in una variabile x; dove le variabili
x; con j # 4 vengono assunte fisse. Qui e nel seguito sara molto utile introdurre il gradiente di
una funzione f calcolato in un punto p come il seguente vettore colonna, collezione di tutte le
derivate parziali in p,
(2.2) V£(p) = (3f(P) afe .. Bf(P))T )

oxq Oxo 0xq

aei t—0 t

Una funzione dotata di tutte le derivate parziali in un punto p si dice derivabile in p. Esiste
pero una proprieta piu stringente, quella di differenziabilita.
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DEFINIZIONE 2.2 (Differenziabilita). Una funzione f: RY — R si dice differenziabile in p se

essa € derivabile e se
li (P 0) = f(p) — (h, Vf(p)

=0.
h—0 |Ih]|

Questa definizione comporta alcuni fatti. Per esempio, se f & differenziabile allora essa ha
derivata in ogni direzione: basta scegliere h = tv, t > 0 e v versore, per vedere che

V.V f(p)) = lim L) — f(p) _ 07(p)

t—0 t ov

per cui, esplicitando,

0 - 9
) _ (o sy =y 0

i=1
Se una funzione f e differenziabile in un punto, si puo usare il formalismo

d
d f(p) = Z 9f(p) dz;,

81‘2‘

per esprimere la variazione infinitesima di f quando ciascuna componente p; dell’argomento viene
modificata di un infinitesimo dx;. Questa quantita si dice differenziale, o differenziale totale.
Torneremo sui differenziali, e sul loro uso, in seguito.

La differenziabilita di una funzione ha alcune conseguenze molto interessanti. Per esempio,
vale il seguente teorema che generalizza, ancora una volta, il caso unidimensionale.

TEOREMA 2.1 (Continuita di una funzione differenziabile). Se una funzione f ¢é differenzia-
bile in p allora é continua in p.
DIMOSTRAZIONE. Sia

a(p,x) = f(x) = f(p) — (x—p,Vf(p)) = f(x) = f(p) = o(p,x) + (x = p, Vf(p))

che implica, usando la disuguaglianza di Cauchy—Schwarz,

1) = f(P)l < lo(p,x)| + [Ix = [l VI ()l

per cui, usando la definizione di differenziabilita (e cio¢ che o(p,x) = o(||x — p||)),
lim f(x) = f(p).
X—p

O

Verificare la differenziabilita in un punto per mezzo della sua definizione puo essere a volte
convoluto. Il seguente teorema ci viene in aiuto per risolvere molti casi di uso pratico, fornendo
una condizione sufficiente per la differenziabilita.

TEOREMA 2.2 (Teorema del differenziale totale). Se f: RY — R ha derivate parziali in un
intorno di p ed esse sono continue in p, allora é differenziabile in p.

L’esistenza di tutte le derivate direzionali non & purtroppo sufficiente a far dire che una funzione e
differenziabile. Per esempio, consideriamo la funzione f: R? — R,

2
Y
g # 0,

(23) 1) = fla,y) = {0 o

rappresentata in Fig. 1 (sinistra). Calcoliamo la sua derivata lungo la generica direzione v = (v1,v2)T
inp=0,
O(0) _ . [(tv)~ f(0) _ w3

Ov 0 t v+ 03’
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FiGurA 1. Esempi di funzione non differenziabile nell’origine: a sinistra, fun-
zione continua ma non differenziabile, data in Eq. (2.3); a destra, funzione non
continua e non differenziabile, data in Eq. (2.4).

In particolare, abbiamo che 9,f(0) = 9,f(0) = 0, quindi Vf(0) = 0, ma presa una direzione
generica la derivata non € nulla: questo significa che la funzione non é differenziabile, dato che
%(VO) # >, vi0if(0). Si noti che perd la funzione ¢ continua nell’origine: limx—o f(x) = f(0) = 0.

La differenziabilita implica la continuitd ma non vale il viceversa.

Consideriamo ora la funzione

(2.4) fx) = fla,y) = {

7 X#0,
0 x =0,
rappresentata in Fig. 1 (destra). Calcolando la derivata direzionale come nel caso precedente, si trova
0 1
Of(0) _ 1 vivs

v tsotv? ol

Questo limite € identicamente nullo se v1 0 v2 sono identicamente nulli, ovvero se stiamo calcolando
02 f(0) 0 9, f(0). In altre parole V f(0) = 0. Viceversa & infinito in tutti gli altri casi. La funzione non
& quindi differenziabile. Graficando questa funzione, si puo osservare che essa ha effettivamente un
comportamento piuttosto complesso vicino all’asse z. La funzione ¢ identicamente nulla lungo l'asse
z e lungo l'asse y, ma se ci si avvicina all’asse z secondo una generica direzione v = (cos,sin )7 si
ottiene limite: lim; o f(tv) = 1/2sin(26) che dipende da 6, variando tra un massimo valore pari a 1/2
(lungo la direzione indicata dalla linea rossa) e un minimo pari a —1/2 (lungo la direzione della linea
bianca): cio mostra che la funzione & discontinua in 0, e quindi non pud essere differenziabile.

2.1.1. Derivate di ordine superiore. Possiamo naturalmente iterare la procedura di deriva-
zione e definire nella stessa maniera derivate parziali di ordine superiore rispetto alla stessa
componente, ma soprattutto possiamo anche definire derivate parziali miste, che scriviamo

9*f(p)
6$J‘ 81}1 '

In seguito useremo anche, per questa quantita, la notazione compatta 8321- f(p)- Questa scrittura
intende che eseguiremo una derivata di f prima rispetto a x; e poi rispetto a x;. Quando in
generale si parla di derivate di funzioni a piu variabili, quindi, ’ordine ¢, in linea di principio,
importante. Il seguente teorema, che non dimostriamo, mostra che, in alcuni casi, ¢ pero possibile
ignorare l'ordine di derivazione.
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TEOREMA 2.3 (Schwartz). Sia f una funzione definita nell’aperto A € Re e sia essa dotata

di derivate miste ) )

o°fe)  flp)

8%-8:&1- 83@8%
in un intorno di p € A. Se tali derivate sono continue, allora

0*f(p) _ 9*f(p)

Bx]-c‘?xi axlaxj '

Il teorema puo essere applicato a derivate di ordine superiore e permette cosi di ignorare

il problema dell’ordine di derivazione purché sussista la continuita. Se per esempio calcoliamo

la derivata n-esima volendo derivare n; volte rispetto a xy, no volte rispetto a zs..., ng volte
rispetto a x4, I'ordine delle singole derivate non ¢ importante e possiamo semplicemente scrivere

ot f(p)
oz - 0xy”

purché sussista la continuita.

2.2. Matrice Jacobiana. La definizione di differenziabilita data sopra si puo generalizzare
al caso generico di una funzione f: R¢ — RF: in fondo, una siffatta funzione ¢ semplicemente
una collezione di k funzioni, ciascuna del tipo della funzione f studiata sopra. Possiamo quindi
scrivere la seguente definizione:

DEFINIZIONE 2.3. La funzione f: A — R* definita su un aperto A C R ¢ differenziabile in
p € A se ciascuna sua componente é differenziabile, ovvero ha gradiente in p e
lim filp +h) — fi(p) — (h, Vfi(p))

- =1, .k
P ] 0 i=L..,

La formula sopra si puo scrivere in una maniera piu compatta raccogliendo tutti i gradienti
in una matrice, detta matrice jacobiana,

g1f1(P) glfz(P) glfk(l’)
25) Ji(p) = zle(P) 2f:2(l3) 2f1:c(l3) € M, 4 (R).
Onfi(P) Onfo(p) ... Onfr(p)

Usando questa matrice, la condizione di differenziabilita si puo scrivere in forma matriciale come

iy f(P+h) —f(p) — hTJe(p)

=0.
h—0 Il

2.3. Derivate di funzioni composte. Esattamente come nel caso di variabili reali, puo
verificarsi che si abbia a che fare con una funzione composta, ovvero che, detto A C R? un
aperto, f: A — R venga composta con una funzione ¢: R — A, in modo che g := fod: R — R.
Questa situazione si presenta in numerose applicazioni: la funzione ¢ (t) di argomento reale ¢ puo
descrivere per esempio ’evoluzione di un punto nello spazio secondo un parametro “temporale”
t, in modo che f sia poi qualche funzione della posizione di detto punto. Per calcolare la derivata
di g(t) :== f(Pp(t)) rispetto a t, possiamo utilizzare il seguente teorema.

TEOREMA 2.4. Sia &: R — A differenziabile in t e [ differenziabile in p = $(t). Allora
g = fodd é differenziabile int e
d

dg(t) _ ) dcgit(t) w =(b(t), VF(d(1)),

dt

=1

dove ¢(t) = (%)

i
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Un caso particolare & dato da dall’eventualita in cui f: R™*P — R e ¢p(t) = (t,x(t)) =
(t,21(t),...,zp(t)): qui ¢ descrive una dipendenza di tutte le componenti z; dalla prima coor-
dinata, che svolge il ruolo di “tempo”. Si definisce quindi derivata totale di f rispetto a t la

quantita
d

d f(¢, af(t, of(t,x)dx;

ix) _ 0(0) | R 07 da,
dt ot Pl Ox; dt

Concludiamo dando la forma piu generale di derivata di una funzione composta.

TEOREMA 2.5. Sia h: A — R? differenziabile inp € A C RP e f: R — R differenziabile
in g =f(p). Allora g = f o h ¢ differenziabile in p con matrice jacobiana

Jg(p) = Je(h(p))In(p).

2.4. La matrice hessiana: massimi e minimi. Si dice che p &€ un massimo relativo per
una funzione f se esiste un intorno J,.(p) tale per cui f(x) < f(p) per ogni punto x in tale intorno.
Viceversa si dice che p &€ un minimo relativo per una funzione f se esiste un intorno J,.(p) tale
per cui f(x) > f(p) per ogni punto x in tale intorno. Un punto di massimo o minimo relativo di
una funzione f differenziabile in p puo essere identificato grazie al fatto che il gradiente in esso
¢ uguale al vettore nullo.

TEOREMA 2.6. Sia f: A — R, con A aperto, e p € A punto di massimo o minimo relativo.
Se f ¢ differenziabile in p, allora
Vf(p)=0.
DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che p sia un massimo. Dato un generico versore v, allora g(t) = f(p-+tv)
¢ definita in un intorno di p per ¢ sufficientemente piccolo. Essendo p un massimo, questo significa che
g(0) =0, ovvero (v, Vf(p)) = 0. Essendo v generico, segue che Vf(p) = 0. O

Notare che possono esistere punti p in cui Vf(p) = 0 e che tuttavia non sono di massimo o
minimo. Sitratta dei cosiddetti punti di sella: in caso di differenzibilita quindi, il teorema fornisce
una condizione necessaria ma non sufficiente per identificare punti estremali. La condizione
Vf(p) = 0 si dice di stazionarietd, e p si dice punto stazionario.

Consideriamo la funzione f: R? — R,

(2.6) f(x) = f(z,y) = sin(z) sin(y).
Se ne calcoliamo il gradiente
V f(x) = (cos(z) sin(y), sin(x) cos(y))
e cherchiamo i punti p tali per cui Vf(p) = 0, possiamo vedere che essi sono nelle posizioni
T T

z,y)=(n=-,m=|, n,m € 7,

(2,9) ( 2 2)
vedasi Fig. 2. Alcuni di questi sono di massimo relativo (corrispondono ai casi in cui m ed n sono
entrambi dispari e concordi), altri sono di minimo relativo (corrispondono ai casi in cui m ed n sono

entrambi dispari e discordi), altri ancora sono di sella (tutti gli altri casi), ovvero né di massimo né
di minimo. Uno di questi & proprio l'origine.

Per distinguere massimi e minimi occorre ricorrere a derivate di ordine superiore, esattamente
come accadeva nel caso unidimensionale, e introdurre un oggetto nuovo, detto matrice hessiana,
che e la matrice di tutte le d x d derivate seconde di f in un punto,

O f(x) OLaf(x) . BT, f(x)
(82f(x)> 95, F(x) 952f (%) ... 95,F(x)
&viaxj ij : : ! :

Hess[f](x) :

02, F(x) 02,7 (x) ... 02, 1(x)
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F1curaA 2. Funzione in Eq. (2.6).

Notare che, se le derivate seconde sono continue, per il teorema di Schwartz questa ¢ un matrice
simmetrica reale, quindi diagonalizzabile. Vale il seguente teorema.

TEOREMA 2.7. Sia f: A — R continua con derivate fino al secondo ordine continue sull’a-
perto A. Sep é un punto stazionario, esso € un minimo relativo se la matrice hessiana Hess[f](p)
ha solo autovalori positivi, ovvero € definita positiva; viceversa é di massimo relativo se ha solo
autovalori negativi.

Nei casi in cui esistano sia autovalori positivi che negativi, ma tutti non nulli, il punto & detto
di sella, e non ¢ né di massimo né di minimo. Nel caso in cui compaiano autovalori nulli, non &
possibile trarre conclusioni sulla natura del punto stazionario, e occorre analizzare le derivate di
ordine superiore: il metodo dell’hessiano ¢ quindi inconcludente. Se siamo interessati ai punti di
massimo e minimo assoluto di una funzione definita su un dominio D, questi andranno cercati
tra i punti stazionari, i punti in cui il gradiente non esiste e i punti di frontiera (dato che per
questi ultimi due gruppi i criteri sopra non si applicano).

Concludiamo osservando che la matrice hessiana permette di scrivere una espansione di
Taylor per una funzione f attorno ad un punto, in analogia col caso unidimensionale.

ProOPOSIZIONE 2.8 (Formula di Taylor). Sia f wna funzione con derivate continue fino al
secondo ordine in un aperto A € R®. In un intorno di p € A possiamo scrivere

(2.7) ) = f(p) + (x—p,VI(p)) + % + (x — p, Hess[f](p) (x — p)) + R(x, p),
dove R(x,p) = ol|[x — p||?), ovvero limy_,, {8 = 0,

3. Misura e integrazione su R?

3.1. Plurintervalli e misura secondo Peano—Jordan. Per introdurre ’integrazione su
un dominio d-dimensionale, rivedremo i concetti di intervallo e misura, secondo una elaborazione
data nella seconda meta dell’Ottocento da Giuseppe Peano e Camille Jordan. Il punto di partenza
per studiare la teoria dell’integrazione in R? &, esattamente come nel caso d = 1, I'introduzione
di una unita semplice la cui “misura” e di facile definizione. Nel caso unidimensionale, tale unita
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era 'intervallo, ovvero un insieme del tipo [a,b) = {z € R: a < 2 < b} C R, la cui misura era
data da b — a. Nel caso di dimensione piu alta possiamo pensare a “rettangoli d-dimensionali”,
e dare la seguente definizione.

DEFINIZIONE 3.1 (Intervallo). Un intervallo d-dimensionale R C R¢ ha la forma
R={xeR:q; <x;<bji=1,...,d},
dove, per ogni i =1,...,d, a;,b; € R con a; < b;. La sua misura m(R) e definita come
m(R) = (b —a1)(ba — az)...(bg —aq) > 0.
Un intervallo in R? si puo anche scrivere come
R =la1,b1) X [ag,b2) X -+ [aq, ba),

interpretandolo cioé come prodotto cartesiano di intervalli in R. In questo modo, per esempio,
se Ry ¢ un intervallo in R? e Ry ¢ un intervallo in R?, allora R := Ry x Ry ¢ un intervallo in
RRPT9 e la sua misura &

Immaginiamo ora che, in R¢, per ogni componente i = 1,...,d, si scelgano k; numeri reali
distinti {a;; }?;1: con questi numeri, costruiamo un insieme di k = Z?Zl k; iperpiani dati dalle
equazioni

zi:aij, jil,...,ki7 Z:L,d
Questi iperpiani formano un reticolato P di R¢, dividendolo in porzioni, alcune delle quali limita-

te: tali cellette sono degli intervalli definiti come sopra, e che saranno detti gli intervalli associati
al reticolato P. A questo punto, possiamo dare la seguente definizione.

DEFINIZIONE 3.2 (Plurintervallo). Un insieme Y C R? ¢ detto plurintervallo se esiste un
reticolato P tale per cui 'y é l'unione di n intervalli di P,

per un qualche n finito. La sua misura é definita come m(P) = Zle m(R;). Diremo che P

induce la partizione di Y negli intervalli {R;}%_,.

Consideriamo R? e costruiamo un reticolato scegliendo, per esempio,

B = =l z=1, T =2,

y=-"B  y=-32  y=1B  y=2
Gli “iperpiani” sono delle rette come in figura

1o T

Possiamo individuare sei intervalli associati a questo reticolato. La regione colorata in figura ¢ un
plurintervallo:
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La definizione sopra generalizza quanto fatto in d = 1. Un plurintervallo puo essere rap-
presentato a partire da reticolati diversi: per esempio, se € dato in termini degli intervalli di
un reticolato P, lo si potra dare anche in termini degli intervalli di un raffinamento P di P,
ovvero un reticolato P’ che contiene tutti gli iperpiani di P pitu altri aggiuntivi. La misura
di Y pero non dipendera dal reticolato scelto. Dati due plurintervalli Y; e Y5, abbiamo che
m(Y1 UYs) <m(Yp) + m(Ysa) (se Y1 N'Y2 = & vale 'uguaglianza).

Avendo definito la misura di intervalli e plurintervalli, possiamo utilizzare questi oggetti come
strumenti per definire la misura di insiemi qualsiasi. Per esempio possiamo dare la seguente
definizione.

DEFINIZIONE 3.3. Sia A C R%. Si dice che esso ha misura nulla secondo Peano-Jordan se,
per ogni € > 0, esiste un plurintervallo Y. tale che

\A g ysa m(yg) S E.

Questo vuol dire per esempio che un singolo punto ha misura zero. Inoltre, se B C A e A ha
misura nulla, allora B ha misura nulla, e, infine, se {.Ak}f:l ¢ una lista finita di K insiemi di
. K
misura nulla, m(lJ,_; Ax) = 0.
La definizione di plurintervallo ci permette di definire la misura di un generico insieme
A C R4

DEFINIZIONE 3.4 (Misura di Jordan). Sia A C R®. Definiamo la sua misura interna di
Jordan

(2.8) m(A) =sup{m(Y): Y C A plurintervallo},
Y

e la sua misura esterna di Jordan

(2.9) m(A) = il;f{m(‘é): A C Y plurintervallo}.
Diciamo che A & misurabile secondo Peano—Jordan se

(2.10) m(A) =m(A) = m(A).

La definizione data implica che se A € un insieme limitato, esso & misurabile secondo Peano—
Jordan se e solo se la sua frontiera ha misura nulla. La definizione sopra infatti € equivalente a dire
che, Ve > 0, esistono due plurintervalli Y;, Y, tali che Yo C A C Y., cosi che m(Y.) — m(Y;) < e:
ma questa & proprio la misura di Y. \ Y;, che & I'insieme in cui vive la frontiera. La definizione
sopra quindi ha come conseguenza la proposizione

PROPOSIZIONE 3.1 (Misurabilita secondo Peano—Jordan). Un insieme A C R? ¢ misurabile

secondo Peano—Jordan se e solo se, per ogni e > 0, esiste un plurintervallo Z con m(Z) = ¢ tale
che OA C Z, ovvero m(0A) = 0.

DEFINIZIONE 3.5 (Unione quasi disgiunta). Si dice che un insieme A é una unione quasi
disgiunta di K insiemi misurabili {A}5_, se A = Uszl Ay e dati, due insiemi Ay, e Ay della
lista, m(Ar N Ag) = 0.
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Di conseguenza m(A) = > ;" ; m(Ay) se si tratta di un’unione quasi disgiunta.
Chiudiamo questa rassegna con il seguente teorema nel caso di prodotti cartesiani di insiemi.

TEOREMA 3.2 (Misura di prodotti cartesiani). Siano A C RP e B C R? due insiemi
miasurabili secondo Peano-Jordan. Allora A x B C RPTY ¢ misurabile secondo Peano-Jordan
e

m(A x B) = m(A)m(B).

3.2. Integrazione secondo Riemann. Avendo definito la misura di insiemi in R?, possia-
mo introdurre 'integrazione di una funzione f su tali insiemi secondo la teoria dovuta a Bernhard
Riemann.

3.2.1. Integrazione su plurintervalli. Consideriamo per cominciare una funzione f: Y — R,
limitata su un plurintervallo Y C R®. Sia P un reticolo che induce una partizione di Y in intervalli
quasi disgiunti, e scriviamo Y = Ule R;. Possiamo definire due quantita, ovvero

k k
LylfsP):= ) m(R)min f(x),  Uylf;P] =Y m(R;) max f(x).
i=1 ‘ i=1

xE ‘ xER;

Queste due quantita dipendono dal reticolato che abbiamo usato per partizionare Y, ma possiamo
tentare di essere quanto piu raffinati possibile e definire infine

(2.11) Lylf] = sup Ly [/sP Uylf] = mf Uy[f; 7).
Se Ly[f] = Uy[f] = Iy[f], allora si dice che f & integrabile su Y e scriviamo

(2.12) Iy[f] = / f(x)d? .
Y

Le definizioni date per i plurintervalli possono facilmente estendersi a insiemi qualsiasi A su cui
f sia definita e che siano limitati. Basta infatti considerare un plurintervallo Y tale per cui A C Y
e quindi introdurre la funzione

1 sexeA

0 sexeY\ A

La funzione 14 si chiama funzione indicatrice di A. Allora per definizione f & integrabile su A
se esiste Y plurintervallo contenente A su cui lo & f

/f(x)ddx::/f(x)ddx.
A Y

La definizione di integrale definito che abbiamo dato ha come conseguenze una serie di proprieta.

Date due funzioni f e g integrabili su un insieme A C R? misurabile, valgono le seguenti

Linerarita: [, [c1f(x) + c2g(x)] dlz = ¢ S f(x) d%z + ¢y S 9(x) d?x per ¢1, ¢ € R;

Additivita: se A = UkK:1 Ay, unione quasi disgiunta di insiemi misurabili, allora [ a f(x) dlz =
Siy [, Fx) A%

Monotonicita: se f(x) < g(x) ¥x € A, allora [, f(x)d"z < [, g(x)d® z;

Valore assoluto: | [, f(x)d%z| < [, |f(x)]d’z.

Infine, la misura stessa di un insieme misurabile A si puo scrivere in forma di integrale: per

definizione infatti, possiamo scrivere

F) = FO01a(x),  Ta(x) = {

m(A) = /dd:n.

A
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Dato un Sottoinsieme B C A, possiamo calcolarne la misura usando la funzione indicatrice 14 e
scrivendo m(B) = [, 1p(x dd

Notare che, invece di fA f(x) d¢ z, si usa a volte la notazione fA f(z1,...,za)dz1...dzg per sottoli-
neare la dipendenza dalle diverse componenti. Se d = 2, si scrive a volte ffﬂ flz,y)dzdy; se d = 3,
in maniera simile, si scrive talvolta fffA f(z,y,z)dzdydz.

3.2.2. Il teorema di Fubini. La definizione di integrale data sopra non aiuta particolarmente,
eccetto che in rari e semplici casi, a calcolare effettivamente il valore dell’integrale stesso. Il teo-
rema di Guido Fubini aiuta a trasformare, in molti casi, il problema dell’integrazione di una fun-
zione in piu variabili in un problema di integrazione successiva di singole variabili. Enunceremo
questo teorema, detto anche di riduzione, per una funzione definita su un aperto A C R2.

TEOREMA 3.3 (Fubini). Sia f: A C R? — R integrabile sul rettangolo R = [a1,b1) X [az, ba).
Supponiamo che, ad x € a1,by) fissata, la funzione f(x,y) sia integrabile in y su [ag, b2). Allora

) =/b2f(x,y)dy

¢ integrabile su [a1,b1) e in particolare possiamo scrivere

by by b
g[f(x)ddx:a[F(x)da::a[dxa[dyf(x,y).

In altre parole, il teorema ci permette di integrare “una variabile per volta” eseguendo quindi
integrali semplici unidimensionali. Il teorema si puo estendere a insiemi normali rispetto all’asse
x, ovvero nella forma

E={(z,y) eER*ra<a<bh, g(z) <y<h(x)}

con g e h funzioni continue su [a, b]. In tal caso

b h(x)
/f /dx/dyﬂmw-
g(x)

Il teorema di Fubini si puo estendere al caso di tre o piu variabili. Sia per esempio f: A C
R? — R integrabile su R = [a1,b1) X [az,bs) X [a3,b3) C A e sia R = [ay,b1) x [ag,bz) C R2.

Allora
/f x*/dwu/fx% .,

aq

e similmente per insiemi normali rispetto all’asse z

& ={(x,y,2) eR’: (x,9) € R, g(z,y) <2 < h(z,y)}
con g e h funzioni continue su R’ C R? intervallo, allora

h(z,y)

/f /dxdy / dz f(x,y,2).

g(z,y)
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Supponiamo di avere la seguente funzione in d = 2,

1
x) = f(z,y) = ——
100 = flo.) = o
e supponiamo di volerne calcolare l'integrale su R = [3,4] x [1,2]. Il teorema di Fubini semplifica

molto il calcolo, dato che
4

4 2
1 1 1 1 |
dacy= [l do | = [l d ( _ ):1
/(achy)2 ey / :1;/ y(x+y)2 / "\e+1 z+2 R
3 1

R 3

= In %
=3 24’

3.2.3. Volume di un parallelepipedo d-dimensionale. Abbiamo visto che ¢ molto intuitivo
assegnare un volume ad un intervallo. La situazione ¢ un po’ piu complessa quando si considera
un parallelepipedo in d dimensioni, ovvero un volume generato da d vettori vi,...,vy € R?,
ciascuno rappresentante un lato del parallelepipedo, da immaginarsi con un vertice nell’origine.

Vi

V2

Cio che si puo dimostrare & che il volume V di tale parallelepipedo € uguale al modulo del
determinante della matrice avente come colonne (o righe) i vettori che lo generano,

V=|det(vi vo ... vg)l
Come atteso, se due o piu vettori sono linearmente dipendenti il volume ¢ nullo, in quanto questo
vorrebbe dire che il parallelepipedo difetta di estensione in una o piu dimensioni.

Possiamo verificare facilmente questo risultato per d =2 e d = 3. In d = 2, supponiamo di
avere due vettori v = (v1,v2)T e u = (ug,u2)T.

41y
31 u
9 |
1 0 v
t IF

In questo caso, il “parallelepipedo” & un parallelogramma. Con riferimento alla figura sopra, la
sua area A si pud scrivere come |jul| ||v]| | sin 8]. Questa quantita pud essere interpretata come il
modulo di un prodotto vettoriale tra due vettori in R? nella forma

N vy ~ uy PN €1 €2 €3 v Uy vl U1
v:(voz), u:(uoz>:>v/\u:det 31528 = egdet( s i) = A= |det( vt ui)l,

che mostra quanto intendevamo.

In d = 3, siano u,v,w € R3 tre vettori non complanari. Scelti, per esempio, v e u come
vettori “di base”, I'area di base del parallelepipedo ¢ quindi ||u A v||. D’altra parte u A v & un
vettore normale alla base, e quindi (w,u Av) = ||w] |ju A v|| cosf, dove 6 & 'angolo tra w e la
superficie di base, ovvero ||w]| cosf & altezza del parallelepipedo. In definitiva cio¢ il volume V'
del parallelepipedo ¢

V1 U1 wi

V = [(w,uAv)| = ’det(vz 0 w2)].

U3 u3z w3
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3.3. Cambio di variabili. Le formule date sopra sono fornite rispetto ad un set di coor-
dinate x date rispetto ad un riferimento ortogonale fissato. In questa sezione, cercheremo di
capire come passare da un vecchio sistema di riferimento associato a coordinate x = (z;)%_, ad
un nuovo insieme di variabili u = (u;)%_,, utilizzando una funzione s: R — R? tale che'

(2.13) = s(u).

Il nuovo insieme di variabili non corrisponde necessariamente ad una base ortonormale, ed in
generale non corrisponde ad una base dello spazio: puo essere intesa come una rappresentazione
diversa dei punti di R, tale per cui ogni u sia associato ad uno e un solo punto di R?. Si
richiede percio s: R? — R? sia un diffeomorfismo, ovvero deve essere invertibile (e quindi ogni u
corrisponde ad uno e un solo x e viceversa) e differenziabile con inversa differenziabile. Questo
significa che
u=s""(s(u)) = lg = Jg1(s(u)Js(u) = J-1(x) = I (u),

ovvero la matrice jacobiana di s deve essere invertibile in ogni u. Il seguente teorema ci dice
come eseguire il cambio di variabili nell’esecuzione di una integrazione.

TEOREMA 3.4 (Cambio di variabili). Sia s: RY — RY un diffeomorfismo, e A C R
Chiamiamo
s(A) == {x € R?: Ju € A tale che x = s(u)}.
Allora vale la sequente formula di cambio di variabili

/f(x)ddx:/f(s(u))|deth(u)|ddu.
s(A) A

Come si vede, oltre all’attesa sostituzione nell’argomento della funzione integranda e nel
dominio di integrazione, nella formula comprare uno jacobiano. Possiamo dare una ragione
intuitiva di questa formula, senza dimostrarla. Immaginiamo di di fissare un punto x nel nostro
dominio di integrazione e considerare il rettangolo infinitesimo R = [z, z1 +dx1) X« X [Tq, T4+
d :L'd):

dxses

d;z:lel

Questo volumetto ha misura Hle dz;. Per ogni direzione ¢ abbiamo
0s;
dz; =ds;(u) = Zdu&
J

In generale, quindi, stiamo eseguendo localmente a livello infinitesimo una trasformazione lineare:
un vero e proprio cambio di base. Osservando che du; sono infinitesimi corrispondenti alla
nuova base (non necessariamente ortogonale), lespressione fornisce una rappresentazione dei
vettori che generano un parallelepipedo nel nuovo riferimento, per cui il volume dell’infinitesimo
puo calcolarsi prendendo il determinante della matrice avente come colonne tali vettori v; =
(9;5i(u) duj);, che fornisce esattamente I'espressione | det Js(u)| d? u.

1Si noti che questo tipo di cambiamento di variabile & piu generale di quello che abbiamo visto nel capitolo
precedente, quando abbiamo studiato cambi di base ortogonale per I'intero spazio, che corrispondevano a trasfor-
mazioni x = Su con S € O(d): una trasformazione tipo quella in Eq. (2.13) non corrisponde in generale ad un
cambio di base dello spazio.
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3.3.1. Coordinate polari. Se i riferimenti cartesiani, ovvero fondati sull’'uso una base orto-
normale, sono senz’altro i piu “standard” in letteratura, esistono pero altri modi di rappresentare
i punti nel piano e nello spazio che possono presentare importanti vantaggi e sono per questo
molto utilizzati. Un esempio importante sono le coordinate polari nel piano. Supponiamo quindi
di essere nel piano, e di avere su esso il nostro usuale riferimento cartesiano, in modo che ogni
punto abbia coordinate x = (z,y)T. Introduciamo ora due nuove quantita, ovvero

plz,y) = Va2 +y? = x| >0,

che ¢ detto modulo di x e misura la distanza di x dall’origine, e I’anomalia

x
/.'172 + y2
angolo tra il vettore che individua il punto X (x) e la semiretta orientata con origine O e direzione

e verso determinati dall’asse delle ascisse. Le coordinate polari di x sono costituite esattamente
dalla coppia (p, 9).

0(z,y) = sign(y) arccos € (—m, 7,

N
X 0
.
o) X

Viceversa, data la coppia (p,6) di coordinate polari di un punto nel piano, le sue coordinate
cartesiane possono scriversi come

x = pcosb,
y = psinb.

Lo jacobiano della trasformazione si ottiene subito come

cosf) —psinf
Js(p,0)] = g

sinf pcosé =p=dxdy=pdpdo.

Il punto O ha modulo 0 e anomalia indeterminata: questo punto fa si che il cambio di variabili da
cartesiane a polari non goda della proprieta di biettivita richiesta in un diffeomorfismo. Tuttavia,
dato che questa condizione viene meno per il solo punto all’origine, dal punto di vista pratico
non costituisce un problema.

Sia data la funzione f(x) = e suR.

-3 -2 1 1 2 3

Calcoliamone l’integrale sui reali,



3. MISURA E INTEGRAZIONE SU R? 75

II calcolo di questa quantita & di molto semplificato se calcoliamo piuttosto
2

too . oo 2m
I’ = /e_w2dx = /e_x2_y2da:dy=/pdp/d96_p2:71',
s “oo 0 0
dove abbiamo eseguito un cambio di variabili passando ad un riferimento polare. Abbiamo cosi che
+o0
1= /efﬁdx:\/ﬁ

3.3.2. Coordinate cilindriche e volumi di rotazione. Nello spazio euclideo tridimensionale
con un riferimento cartesiano Oejezes ¢ possibile individuare un punto X (x) utilizzando la sua
distanza p dall’asse z, la sua quota z e ’angolo € che esso forma con la direzione positiva dell’asse
delle ascisse x.

Questo sistema di coordinate ¢ detto cilindrico, e puo essere visto come una estensione semplice
delle coordinate polari nello spazio: abbiamo che

T = pcosb,
y = psinb,
z =2z

Questa trasformazione corrisponde allo jacobiano
cosf —psinf 0

[Js(p,0,2)] = |sin6 pcoso 0| =p=dadydz=pdpdfd=z.
0 0 1

Un cambio di cordinate siffato & particolarmente conveniente se si vuole calcolare il volume di un
solido di rotazione, ovvero un solido costruito ruotando un certo dominio bidimensionale attorno
all’asse z. Supponiamo per esempio di considerare il seguente dominio:

E={(z,y,2) eR*: z € [a,b], 0<a”+y*<r?(2)}

per una certa funzione r: [a,b] — R¥. Questo dominio pud essere interpretato come il risultato
di una rotazione del dominio

A={(x,2) eR*: 2 € [a,b], 0<x<r(2)}
del piano xz attorno all’asse z. Per quanto detto sopra, il suo volume puo scriversi come
7(2) b

(2.14) V(E):/dxdydz:%r/bdz/pdpzﬁ/r2(z)dz.
& a 0

a

Per esempio una sfera Sg di raggio R > 0 si puo scrivere come

Sr={(z,y,2) €ER*: z€ [-R,R], 0<z’+y’<R>-:°}
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it
i,
A
s
i, \
Uiy

FicUurA 3. Esempio di superficie di rotazione € ottenuta ruotando attorno al-
lasse z la curva evidenziata, che esprime la distanza r(z) della superficie dall’asse
z ad una quota data. Il volume di V(€) puo essere calcolato in questo caso usan-
do la formula in Eq. (2.14).

per cui il suo volume &
1

V(8r) = 7r/(R2 —2)dz = %wR:”.

=1l

3.3.3. Coordinate sferiche. Una maniera alternativa di individuare un punto X (x) nello spa-
zio R? consiste nell’utilizzare la sua distanza p dall’origine O, ’angolo formato da OA)_(Z con il
semiasse z positivo e 'angolo ¢ formato dalla proiezione OP del segmento OX sul piano z = 0
con il verso positivo dell’asse x.

A

X

In termini di queste tre quantita possiamo scrivere

x = psinf cos @,
(2.15) y = psinfsin p,
z = pcosb.

La terna (p, 6, ¢) costituisce le coordinate sferiche del punto. Lo jacobiano di questo cambio di
coordinate si ottiene tramite calcolo diretto come

sin @ cos ¢ pcosfcosp —psinbsingp 9 . 95 .
|Js(p,9,<p)| = |sinfsing pcosfsing psinfcosy | = p Sm¢9:>dxdydz:p Slnedpdedgo.
cos 6 —psin6 0
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Superfici a simmetria sferica si scrivono in maniera molto semplice in termini di queste cordinate.

Per esempio, il dominio racchiuso da una sfera di raggio R si scrive

Sr={(p,0,0): p€[0,R], 0€[0,7], ¢€]l0,2n]}.

R b T
V(SR):/dep/sinedH/dgo: 4;33,
0 0 0

In questo modo

come sopra.

3.4. Baricentro. Supponiamo di avere un insieme misurabile & C R¢ e una funzione
0: & — R* integrabile su €, detta densita volumetrica, o semplicemente densitd. Chiamiamo

ng/g(x)dd;v

la massa di €: se p = 1, la massa di € coincide numericamente col suo volume. Se o ¢ una
funzione costante allora si dice che € & omogeneo. 11 baricentro di € ¢ definito per mezzo di un
integrale di volume come quelli visti finora. Sia & C R%. Allora formalmente possiamo scrivere

x:= [ xo(x)d%z
/

ovvero ¢ un punto x € R? tale che
1
Ty = — /mig(x) d?z.
m
e
Esso ha importanti applicazioni in meccanica, che qui non approfondiremo.

Consideriamo lo spicchio di semisfera in Fig. 4 che puo essere facilmente parametrizzato usando
coordinate sferiche,

E={(p0,0):0<p<1, 0072, 0< < 7).

Assumendo una densita unitaria o = 1, la massa di € corrisponde al suo volume e puo essere trovata

calcolando
1 bl T
m:V(a):/dp/de/d¢p2sin9:112.
0 0 0

Assumendo una densita pari ad 1, possiamo calcolare le coordinate cartesiane del suo baricentro
usando la definizione e ricordando I’espressione delle coordinate cartesiane in termini delle coordinate
sferiche in Eq. (2.15), ovvero

T = %foldﬂfogd@fo%d¢p3cosgosin29 = §7
g=L [Tdp[Fd6 [T dep’sinpsin’o =222,
z= %foldpfogdefo%drﬁp:scosesin@: i

4. Curve e superfici

4.1. Curve. Una curva in R? & una applicazione y: [a,b] — R?, dove [a,b] C R. L’equa-
zione x = y(t) & detta equazione parametrica della curva: in essa, ¢t & una sorta di “variabile
temporale” in modo tale che y(t) possa essere interpretata come una “posizione nello spazio al
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F1GURA 4. Spicchio di semisfera di raggio unitario nello spazio.

tempo t”. Se le componenti di y sono derivabili in un certo ¢y € (a,b), possiamo associare un
vettore velocitd al punto y(to),

(2.16) (ko) = lim Y =Y

t—to t— tO

Se ¥(to) # 0, questo significa che la retta x = y(to) + (¢t — to)¥Y(to) & tangente alla curva. Se
invece y(tp) = 0, allora non esiste una retta tangente alla curva in y(tp). Diamo le seguenti
definizioni:

DEFINIZIONE 4.1 (Curva semplice, curva chiusa e curva di Jordan). Una curvay: [a,b] — R?
é semplice se, per ogni coppia di valori distinti t,t' € (a,b), y(t) # v(t'). FE detta chiusa se
Y(a) =v(b). Una curva semplice e chiusa é detta di Jordan.

DEFINIZIONE 4.2 (Curva regolare). Una curva y: [a,b] — R ¢ regolare se ha vettore di
derivate continue che non si annulla in nessun punto di (a,b). La curva invece si dice regolare
a tratti se € continua e si puo partizionare in un numero finito di intervalli in cui e regolare.

Denotiamo T' 'immagine di [a,b] attraverso y e definiamo versore tangente in x = y(t) il
vettore

(2.17) uy(t) = ”:://8”7 x = y(t).

Si noti che la regolarita di una curva dipende dalla funzione y e non dal supporto I': dipende
cioe dalla rappresentazione di T'.

Consideriamo la seguente curva in R?:

Y(t) = (Cf’St), teR.

sint

Essa descrive una circonferenza I' ed & una curva regolare e chiusa, ma non semplice. La curva

P(t) = (C9St2), teR

sin ¢2

rappresenta esattamente la stessa circonferenza I', e tuttavia non é regolare, perché 1])(0) =0.
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L’interpretazione di ¢t come di variabile “temporale” che parametrizza la curva porta anche
alla seguente definizione, che esprime, in un certo senso, I'indipendenza dell’oggetto “curva” T’
dall’“orologio” con cui misuriamo la percorrenza su di essa.

DEFINIZIONE 4.3 (Equivalenza). Due curve y: [a,b] — R? e [¢,d] — R? si dicono equi-
valenti se esite una funzione 7: [a,b] — [c,d] di classe C', suriettiva e con derivata non nulla,
tale che y(t) = P (r(t)). Si dice che le due curve hanno lo stesso verso se 7/ > 0, diversamente
si dice che hanno verso opposto.

PROPOSIZIONE 4.1. Se vy e VP sono due curve equivalenti e con lo stesso verso, esse hanno
lo stesso versore tangente.
DIMOSTRAZIONE. Basta osservare che, detto x = y(t)

v(t) P(r())7'() P(r(t)

TR oo © o)

= uy (7(1))-
g

In altre parole, il versore tangente nel punto y(t) ¢ una funzione del punto e della direzione
di percorrenza, e non della parametrizzazione.

4.1.1. Lunghezza di una curva e integrali curvilinei. Se y(t) fornisce la posizione di un punto
lungo la curva al “tempo” ¢, e y(¢) la sua velocita, la distanza percorsa lungo la curva nel’intervallo

[t,t+dt] e |y(t)||dt: informalmente, infatti, ||y(¢)||dt ~ Zle d~;(t)2, coerentemente con il
teorema di Pitagora. Possiamo quindi dare la seguente definizione.

DEFINIZIONE 4.4 (Lunghezza di una curva). Data una curva y: [a,b] — R® continua con
derivate continue, la sua lunghezza £(T) ¢ definita come

b
() = [ Iy

Vale la seguente disuguaglianza, che stabilisce che il percorso piu breve fra due punti in
geometria euclidea ¢ dato dal segmento che li unisce.

TEOREMA 4.2. La lunghezza di una curva y: [a,b] — RZ & sempre maggiore o uguale allo
spostamento, ovvero alla distanza tra i suoi estremi,

6T) = [ly(b) = v(a)]l.

DIMOSTRAZIONE. Assumendo uno spostamento non nullo, abbiamo che, per un generico vettore v

b b
(0, y(8) — y(a)) = / w,7)d¢ < [lul / I¥®llde = lule(r).

Scegliendo u = y(b) — y(a) si prova la tesi. O
Avendo due curve equivalenti lo stesso supporto, forse non sorprende il seguente Teorema.

TEOREMA 4.3. Due curve equivalenti y: [a,b] — R? e P: [c,d] — R? hanno la stessa
lunghezza.

DIMOSTRAZIONE. La dimostrazione si basa sul fatto che, supponendo per esempio 7'(¢) > 0, ||¥(t)|| =

()17 (1), per cui 6T) = [ |y dt = [ b(r@)lIF' () dt = [ (@) di. La dimostrazione &
analoga se 7'(t) < 0. O
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La circonferenza nel piano con centro I’origine e raggio 1 puo essere scritta in forma parametrica come

Y(t) = (:fj((g) . telo,2n].

La curva & regolare: per ogni ¢ € [0, 27], abbiamo

v = (o)

che non € mai uguale al vettore nullo. La sua lunghezza e

L) = / \/sin?(t) + cos?(t) dt = 2m,

come ben sappiamo.

La curva

—1

non & regolare perché ha, per esempio, y(0) = 0: in effetti presenta una cuspide nell’origine (ma &
regolare a tratti). Tuttavia il vettore delle derivate esiste continuo

Y(t) = (3 cosit/;ZHQ (t))

e possiamo calcolare la lunghezza

4

2
LT = / \/4i + 9cos?(t) sin*(t) dt = 4.78142. ...

dove l'integrale € stato eseguito numericamente.

Talvolta le curve nel piano sono date non in coordinate cartesiani ma polari, ovvero scrivendo
(p(¢),0(t)) come funzioni di un certo parametro t. Per esempio, la cardioide pud essere ottenuta
facendo rotolare una circonferenza attorno ad un’altra fissa, con stesso raggio, nell’origine: la sua
equazione pud essere scritta come p = 1 + cosf per 6 € [0,27], In forma parametrica, possiamo
riscrivere

p(t) =1+ cost, 0 =t, t € [0, 27].
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Questo significa che

(2.18) Y(t) = (8 I Zgzg Zf’jf) t € [0,2n],

e quindi, grazie ad un po’ di algebra, ||y(t)|| = \/2(1 + cost).

La sua lunghezza ¢ quindi

2m 27
LT) = \/5/\/1 +costdt = 2/
0

0

t
cosg'dtf&

Un importante esempio ¢ il caso della lunghezza dei grafici di una funzione reale, ovvero delle curve
descritte da una funzione y = f(x) su un intervallo [a, b] € R. Queste curve possono essere interpretate
come curve () = (¢, f(¢))T € R? con t € [a,b]. Allora la lunghezza di un grafico ¢ data da

b b
o) = / vt = / J1+ 0f (@) da.

a

Per esempio, consieriamo il ramo di parabola y = %xQ con z € [0, 1].
Y
1 1

0.5 1

Allora

g(F):/ Twzdx:w,

Data una curva y: [a,b] — RY, possiamo introdurre la seguente quantita, che misura la
lunghezza percorsa nell’intervallo [a, t],

s(t) = / (@) di.

Se la curva ¢ regolare, questa ¢ una quantita strettamente crescente, essendo % = [y(®)| > 0, ed
¢ quindi invertibile (“a ogni posizione corrisponde un tempo e viceversa”). La quantita s & a volte
detta ascissa curvilinea. La lunghezza di una certa curva <y si indica quindi come ¢(T") = fy ds,
sottolineando che d s sia lo spostamento infinitesimo lungo la curva,

ds = [ly(t+dt) —y@®l = [v®)] d¢.

81
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Si puo in generale definire un integrale curvilineo di una funzione f: A — R lungo una curva
I' C A come

b
(2.19) / fdsi= / F@) ¥ de.

Se vy e U sono curve equivalenti, I'integrale curvilineo di f su 7y ha lo stesso valore dell’integrale
curvilineo di f su ¥: in altre parole, esattamente come avviene per la lunghezza, il suo valore
dipende dal supporto della curva, e non da come questa e parametrizzata. Questo tipo di integrale
e detto integrale di linea di prima specie.

4.2. Superfici. Vediamo ora come trattare le superfici e gli integrali di superficie. Consi-
dereremo solo superfici in R?, per semplicita.

DEFINIZIONE 4.5 (Superficie regolare). Una superficie regolare o é una applicazione a: X —
R3, con X C R? chiusura di un aperto limitato e connesso, tale che o € CY(XK) (ovvero con
derivate parziali continue), la sua restrizione all’interno X° di K ¢ iniettiva e infine

do(w) Jdo(w)

w o

L’ipotesi che X sia la chiusura di un aperto connesso esclude il fatto che la superficie sia
ottenuta da due pezzi uniti da una curva. La condizione sul prodotto vettoriale, invece, potrebbe
apparire misteriosa ma e dovuta al fatto seguente. Una curva regolare era definita in maniera
tale che esistesse un vettore tangente non nullo in ogni punto. Se ora consideriamo wy € X°,
possiamo costruire una curva regolare w: [a,b] — X° passante per wy a to € [a,b]. Possiamo
anche costruire y(t) := a(w(t)) curva sulla superficie o immagine della curva w in X°. Indicando
con w(t) = (u(t),v(t))T la parametrizzazione della curva in X°, il vettore tangente a y sara

yi1) = 27000 1) 4 00D
Perché questa curva sia regolare, occorre che questo vettore sia non nullo: essendo % e v non
entrambi nulli per via della regolarita di w, cio & garantito se i due vettori che appaiono nella
somma non sono paralleli. Questa condizione si pud esprimere dicendo che il loro prodotto
vettoriale deve essere diverso dal vettore nullo, che ¢ la condizione in Eq. (2.20).

Essendo 0,0 e 0,0 tangenti alla superficie, il vettore d,0 A 0,0 € normale alla superficie e
in particolare si puo definire il versore normale a o come
0o NO,O

|0u0 A Dyol|

4.2.1. Area di una superficie e integrali di superficie. L’area di una superficie o ¢ definita

come segue

(2.21) e :

DEFINIZIONE 4.6 (Area di una superficie). Sia o: X — R? una superficie regolare. La sua
area € definita come

A(c) = /||8u0'A8U0||dudv
N

La ragione intuitiva per questa definizione & la seguente: il quadratino di lati du e dv in K
attorno ad un certo punto w € X viene mappato, tramite o, in un parallelogramma nello spazio
tridimensionale i cui lati sono dud,o e dvd,o: la quantita ||0,0 A d,0||dudv corrisponde
esattamente all’area di questo parallelogramma infinitesimo. L’integrale quindi somma questi
contributi infinitesimi che tassellano la superficie che ci interessa. Informalmente, quindi, d o :=
|00 A dyo|dudv & un “elemento di superficie” e si scrive talvolta A(o) = [ do.
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Un’applicazione analoga a quella che abbiamo visto per gli integrali curvilinei ¢ il calcolo di aree
di superfici definite da funzioni tipo z = f(z,y), dove f € € (X) per un qualche insieme X C R?.
Queste funzioni possono essere scritte nel formalismo sopra come

o(u,v) = (u,v, f(u,v)), (u,v) € X.

|0uo A Oval]l = /14 |V FII?,

ovvero ’area della superficie ¢ data da
A= / V14|V f(u,v)||?dudo.
x

Per esempio, consideriamo il paraboloide in Fig. 5, individuato dall’equazione
fl@y)=2"+y*, K={(z,y) eR*:0<2>+y" <1}

Allora la superficie del paraboloide ¢

1
A:/\/14—4302+4y2dxdy:27r/w/1+4p2pdp:%(\3/25—1).
X 0

Di conseguenza

Usando quanto visto nella sezione precedente, possiamo calcolare anche il volume contenuto dal
paraboloide, ovvero la misura di

E={(z,y,2) eR*: z€[0,1], 0<2°+y*> <z}

Osservando che si tratta di un solido di rotazione,
1

V:///dwdydz:ﬂ/zdzzg.
e

0

Una seconda applicazione, estremamente utile, del formalismo sopra ¢ il calcolo delle aree di superfici
di rotazione, ovvero superfici ottenute ruotando attorno all’asse z funzioni definite sul piano y = 0
da un’equazione del tipo = f(z), con z € [a,b] C R e f(z) > 0. Questo vuol dire che la superficie
generata puo essere scritta in forma parametrica come

o(u,v) = (f(u) cosv, f(u)sinv, u), (u,v) = [a, b] x [0, 27].
In questo caso un calcolo diretto mostra che

[0u0 ABuol = f(u)y/1+ (9:f(u))?

Questo significa che ’area di tali superfici si puo scrivere come

A= 27T/f(u)\/1 + (0:f(u))? dwu.

Per esempio, il paraboloide considerato nell’esempio precedente puo essere visto come la rotazione
attorno all’asse z della parabola z = x? nel piano y = 0, ovvero x = f(z) = /z per z € [0,1]. La
formula che abbiamo ottenuto dice quindi che possiamo calcolarne I’area come

A:27rf01\/ﬁw/l—kﬁdu:ﬂfolx/l—i—éludu:%(\3/%—1).

L’integrale di superficie di una funzione f: A — R su X C A si definisce facilmente come

(2.22) /fda::/f(o(u,v))||8u0'/\81,0'||dudv.
o X
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FiGura 5. Paraboloide su disco.

Come vedremo in seguito, & possibile anche definire integrali di superficie riguardanti campi
vettoriali f: A C R®> — R3, ovvero funzioni vettoriali 3-dimensionali in 3 variabili. Si definisce
flusso del campo vettoriale f attraverso la superficie o 'integrale

(2.23) /(f ng da—// ), 0,0 (u, v) A Opo(u,v))dudwv.

4.2.2. Centroide. Analogo al baricentro introdotto per i volumi, il centroide di una superficie
¢ definito come una sorta di posizione media della superficie stessa. Sia A ’area di una superficie
o: allora il suo centroide ha coordinate

_ 1 _ 1 _ 1
x—z/xdo, y—z/yda, z—Z/sz.

Consideriamo nuovamente lo spicchio di semisfera in Fig. 4. La sua superficie curva & parametrizzabile

come
coswvsinu

o(u,v) = | sinvsinu |, w€0,7/2], v € [0,7/4].
cosu
Da questo possiamo derivare, con un po’ di algebra,

[|0uo(u,v) A Ovo(u,v)|| = sinu

(dove abbiamo osservato che nel nostro intervallo di interesse, sinu & sempre positivo) da cui possiamo
calcolare I’area dello spicchio come

l

/du/dvsmu—f

Calcoliamo ora le coordinate del centrmde:

F—1[% i Tl =
I—Zf duf dv cosvsin U= 5,
G— 1% i =1—
yfAf duf dv sinvsin®u = 1 \F’
z=2L1 (2 T i =1
Z*Afo duf0 dv cosusinu = 3.
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4.3. Massimi e minimi vincolati. Abbiamo visto come trovare massimi e minimi di una
funzione f: A — R, con A C R?, e abbiamo trovato un criterio per individuare i punti interni
di un insieme che siano stazionari e poi, tra essi, individuare massimi e minimi per mezzo dello
studio della matrice hessiana.

In molte applicazioni, tuttavia, si ¢ interessati a cercare un punto di massimo e minimo non
genericamente su A° ma, per esempio, lungo una curva I' C A: in altre parole, parametrizzando
la curva come x = y(t), i punti estremali saranno tali che

LYO) _ G0, v1(v0)) = 0.

dt
Essendo y un vettore parallelo alla curva, cio significa che perché f abbia un massimo in x = y(¢),
in tale punto il suo gradiente deve essere ortogonale alla curva: € questa la condizione di punto
stazionario vincolato a T'.
Se d = 3 e invece vogliamo trovare un punto estremale vincolando la funzione su una superficie
¥ descritta da una funzione o: X — R?, possiamo procedere in maniera simile cercando i punti

in cui
(Quflotm)) _ (T
df(o(u,v))) — \(Vf,0,0)) 7
ovvero ancora una volta Vf deve essere perpendicolare al vincolo (dato che 9,0 e 9,0 sono
vettori tangenti alla superficie).
Cio che abbiamo ottenuto puo essere riassunto nel seguente Teorema.

TEOREMA 4.4. Sia § un vincolo (ovvero una superficie o una curva) ed f: A — R una
funzione continua con derivate continue su un aperto A contentente G. Allora se f ha un punto
di massimo o minimo relativo vincolato in p € G°, il gradiente di f in p é ortogonale a §.

Se il vincolo ¢ dato con equazioni parametriche del tipo che abbiamo visto sopra, ovvero tipo
x = y(t) o x = o(u,v), possiamo semplicemente considerare la composizione di f con queste
funzioni e calcolare le opportune derivate o gli opportuni gradienti per imporre poi la condizione
di stazionarieta. Puo accadere tuttavia che il vincolo G sia dato con una condizione del tipo

§: g(x) =0,
ovvero con una equazione cartesiana. In tal caso, la direzione ortogonale al vincolo nel punto x &
quella corrispondente al gradiente Vg, esattamente per le stesse ragioni sopra. Per esempio, se il

vincolo specificasse una curva x = y(t), allora ciod vorrebbe dire che g(y(t)) = 0, e di conseguenza
(Vg,v) = 0. Cid che dobbiamo imporre & quindi una condizione di parallelismo, nella forma

Vf(x)+ AVg(x) =0 per qualche A € R.

Questo fatto, insieme alle osservazioni precedenti, pud essere riassunto nel seguente importante
teorema, dalle molteplici applicazioni, dovuto a Giuseppe Lagrange.

TEOREMA 4.5 (Moltiplicatori di Lagrange). Supponiamo di avere un vincolo G identificato
da una condizione del tipo g(x) =0, con g € CY(A), A C RY, e sia f una funzione di classe C*
in un aperto contente G. Allora i punti di massimo e minimo relativo vincolati di f interni al
vincolo sono i punti stazionari liberi della funzione

H(x,\) = f(x) + Ag(x)
rispetto a X e A.
Consideriamo il seguente problema: trovare la il parallelepipedo senza coperchio a base quadrata di

massimo volume di area A data. Se z ¢ il lato della base e y 'altezza del parallelepipedo, allora il suo
volume & V = 2y, mentre la sua area & vincolata come A = 4zy + 2. Scriviamo la nostra funzione
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da estremizzare,
H(z,y,\) = 2%y + A(z® + dzy — A).
Abbiamo le condizioni imposte dal gradiente

22+ dzy = A, 2y + 2 x + 4y = 0, z? +4zA = 0.

Dovendo essere z # 0, l'ultima equivale a x = —4\ (per cui A < 0) mentre la seconda si pud
semplificare come y = —2\. Possiamo trovare il valore di A imponendo il vincolo,
1 /A
A=z +4xy =480 => A= ——1/ =,
4V 3
per cui

oA _1 /A
Vi3 YToVye

Supponiamo di avere la funzione

R
AR

Procediamo utilizzando il metodo di Lagrange, scrivendo anzitutto
H(x,\) = —22 + 3y + Az +¢° - 1).
Le diverse derivate forniscono
4y =1, 20-1)z=0, (6+Ay=0.
La prima equazione fornisce A = 1. Dalla seconda, in questo caso, si ottiene y = 0 e quindi dall’equa-
zione del vincolo x = £1. Viceversa, scegliendo A = —6, la seconda equazione ¢ soddisfatta mentre

la prima fornisce x = 0, che, insieme al vincolo, da y = £1. I punti estremali sono quindi (0,+1) e
(£1,0). In particolare, i massimi sono (0, 1), mentre i minimi sono su (%1, 0).

5. Forme differenziali
In questa sezione discuteremo le forme differenziali. Iniziamo dalla loro definizione.

DEFINIZIONE 5.1. Sia A C RY un aperto e sia a(x) un campo vettoriale d-dimensionale,

ovvero una funzione di d componenti su A, a: A — R%. La forma differenziale associata ad a é
data dall’espressione

(2.24) w = (dx,a(x)) = Zai(x)dxi.
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Data una curva regolare y: [a,b] — R?, si scrive

b
(2.25) [w= [G®.avwnar
Y a

Si dice anche che la quantita sopra e integrale di linea di seconda specie, o la circuitazione, del
campo vettoriale a lungo y. Se 'y € una curva chiusa, si usa a volte la notazione

[

v
Vale il seguente teorema, che diamo senza dimostrazione (la prova ¢ basata ancora su un cambio
di variabile).

TEOREMA 5.1. Se vy e b sono equivalenti, allora fyw = flpw se hanno lo stesso wverso,
wa =— fw w se hanno verso opposto.

5.1. Forme differenziali esatte. Abbiamo gia visto come scrivere il differenziale di una
funzione differenziabile, quando abbiamo esplicitato

d
df(x) = 0 f(x)da,
=1

Il differenziale di una funzione f & quindi associato al campo vettoriale V f e si dice essere una
forma esatta.

DEFINIZIONE 5.2 (Forma esatta). Una forma differenziale w definita su un aperto A C RY
¢ detta esatta se esiste una funzione f, detta primitiva di w, tale che w = (dx, V f(x)).

Le forme esatte godono di una proprieta molto importante. Se infatti consideriamo un
integrale curvilineo,

b

b
[o= [ao.vsovama= [ X ar - ) - vt

a

ovvero l'integrale della forma d f lungo una curva dipende solo dal punto iniziale e finale della
curva. Il campo a(x) = Vf(x) si dice conservativo e f si dice essere la primitiva di w. Una
forma differenziale esatta gode quindi della proprieta anzidetta di avere integrale su una curva
dipendente solo dagli estremi della curva. Data quindi la classe I'(p,q) di tutte le curve con
estremi p e q, abbiamo che

(2.26) [eo=[w  vwerea.
Y P

In particolare, se la curva ¢ chiusa,

(2.27) %w:0

Y

La condizione in Eq. (2.26) & caratterizzante per le forme esatte, ovvero tutte e sole le for-
me che soddisfano questa proprieta sono esatte, come stabilito dal seguente teorema che non
dimostriamo.
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TEOREMA 5.2. Sia w = (dx,a(x)) una forma differenziale continua in un aperto A. Se,
comungque presi p,q € A e comunque prese due curve vy, € I'(p,q) vale I'Eq. (2.26), allora w
e esatta. Equivalentemente, condizione necessaria e sufficiente perché la forma sia esatta é che
U'Eq. (2.27) valga per ogni curva chiusa.

11 teorema di Schwartz ci fornisce una condizione necessaria (ma non sufficiente) perché una
forma sia esatta.

TEOREMA 5.3. Sia w = (dx,a(x)) una forma differenziale di classe C1(A). Condizione
necessaria perché sia esatta é che

(2.28) Bia;(x) = D;as(x),  VxeA  Vije{l,... d}.

Se w soddisfa I'Eq. (2.28) si dice che essa ¢ chiusa: in fisica si dice che a(x) & irrotazionale.
In termini fisici quindi ogni campo conservativo € irrotazionale ma il viceversa non € sempre
vero. Una condizione perché una curva chiusa sia esatta e che il dominio su cui essa e data
sia semplicemente connesso (ovvero se ogni curva chiusa nel dominio puo essere deformata con
continuita in un punto).

La forma definita su R? )

w:xydx—i—%dy

ha a(x) = (—y,2?)7 ed & chiusa, dato che dyas = Oya1 = x. Essendo R? semplicemente connesso,
essa & anche esatta. Viceversa, la forma su R2
1_2
w=—xydz+ > dy

ha = Odyaz # Oyar = —x ovunque eccetto in x = 0. La forma pertanto non ¢ chiusa (e quindi
neppure esatta) su R2.

Consideriamo la forma su R? \ {0}

1 1
w= (p + —2) (ydx —zdy).

Yy
Si verifica facilmente che questa forma & chiusa, dato che
1 1
aIGQ = 8ya1 = ? e ?

Per vedere se essa ¢ esatta (cid non & scontato visto che R? \ {0} non ¢ semplicemente connesso)
cerchiamo una funzione f primitiva. Dobbiamo avere

0.1 = (3 + 35 ) v fom) = —L4Z4e)  Bf == (g + 5 ) 2= flow) = ~L4 Zaeto)

Questo suggerisce
G
fey=-Z+24c
y T

per una arbitraria costante ¢ € R. Abbiamo cosi ottenuto una famiglia di primitive per w, che quindi
¢ esatta.
Diamo ora un esempio di forma chiusa ma non esatta. Sia data
dz—azd
(2.29) W= yar—zdy
x2 + y2
su R?\ {0}. Questa forma ¢ chiusa, dato che

2?2 —y?

8ya1 = aggLLQ = m
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Per mostrare che essa non ¢ esatta, calcoliamo il suo integrale lungo la circonferenza di raggio uno
centrata nell’origine, ovvero

(2.30) y=(t),  telo,2n).

sint

27
?{w:—/dt:—Qﬂ#O.
Y 0

5.2. La formula di Gauss—Green. Focalizziamoci ora sul caso bidimensionale. In d = 2
si usa una notazione speciale per una forma differenziale, e si scrive

w=M(z,y)dz + N(z,y)dy.

Supponiamo ora che y: [a,b] — R? sia una curva semplice e chiusa, che assumiamo orientata
positivamente, ovvero in maniera tale che percorrendola secondo t crescente la porzione di spazio
racchiusa dalla curva venga tenuta a sinistra. Questa curva € quindi la frontiera G di un insieme
G c R2. Vale il seguente teorema, che non dimostreremo.

Otteniamo

TEOREMA 5.4 (Gauss—Green). Sia w = M(z,y)dz + N(z,y)dy una forma differenziale di
classe @' su un aperto A C R? e sia G C A una regione limitata avente come frontiera 03 una
curva regolare y orientata positivamente, semplice e chiusa. Allora

fde:f/ OyMdzdy, /Ndy://adexdy
Y E Y €
per cui

(2.31) j{w _ // (0N (2, y) — 8, M (x,y)) d d .
Y g

Come specificato nelle ipotesi, fy denota lintegrale lungo la frontiera di § secondo una
qualche parametrizzazione che ne renda ’orientazione positiva. Questo teorema, detto di Gauss—
Green, ¢ ricco di conseguenze. Puo per esempio aiutare a calcolare I’area di una regione G: basta
infatti scegliere come forma

1 1
w = fiydx+ imdy,

fo e

Consideriamo la cardioide definita in Eq. (2.18) come la curva di equazione

_( (14cos(t)) cos(t)
Y(t) = ((1+cos(t))sin(t) )’ t € [0,2n]

in modo che

Abbiamo gia calcolato la lunghezza della sua frontiera. Proviamo ora a calcolarne ’area. Indichiamo
con € il dominio delimitato dalla cardioide e usiamo, come detto sopra, la forma

1 1
w= —§yd:p+ §xdy.

Le formule di Gauss—Green ci dicono che 'integrale che vogliamo calcolare ¢ uguale a

//dxdy—j{w—7(l+cgs(t))2dt—g7r.

C
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FIGURA 6. Insieme limitato § avente come frontiera una curva regolare y. Dato
un punto sulla frontiera, sono evidenziati il vettore u, tangente alla frontiera e
il vettore ny normale ad essa.

Consideriamo la forma in Eq. (2.29),
_ydz—xdy
- $2 + y2
e il cerchio di raggio unitario centrato nell’origine € con frontiera y in Eq. (2.30). Abbiamo visto che

j{w: —2m.

Y

_9 L‘y)_ﬁ(ydy )) _
//( Ox (x2+y2 Oy \x2 + y2 dedy =0
e

che mostra che in questo caso il teorema di Gauss—Green non si applica: la forma, infatti, ha una
singolarita nell’origine, condizione non prevista dalle ipotesi del teorema.

D’altra parte

5.2.1. 1l teorema della divergenza. Il teorema ha come corollario il caso bidimensionale del
cosiddetto teorema della divergenza. Per introdurlo, vediamo come possiamo riscrivere ’enuncia-
to del teorema di Gauss—Green. Ricordiamo che se scriviamo ’equazione della frontiera y come
x =y(t), con y: [a,b] — R?, allora

_ Y (). 52(8)7 _ (2(t), =N ()T
uy(x) = = - ) ny(x) = .
v @l y@l v (@)l
sono rispettivamente il versore tangente alla curva e il versore ortogonale alla curva che, secondo
Vorientazione scelta, punta all’esterno di G2.
Abbiamo allora che

b

b .
faras= [uwoynoar= [ oo 20wl
Y a

lv@l

a

e allo stesso modo si vede che

b .
[¥au= [ Mo S vl
2% a

211 versore ortogonale che punta verso l’esterno puo essere ottenuto immaginando uy in uno spazio tridimen-
sionale, e costruendo ny = uy A e3: facendo in questo modo, infatti, vog € perpendicolare a ugg e giace nel piano,
ed & orientato nella direzione desiderata.
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FiGuraA 7. Il teorema della divergenza afferma che il flusso attraverso la fron-
tiera 09 di un campo f puo scriversi come 'integrale della divergenza di f su G.

per cui, se introduciamo la coordinata curvilinea d s = ||y(¢)||d ¢ e il campo vettoriale

_ (N(=, y))
f(z,y) = (M(:L‘,y)
possiamo sommare le due equazioni e scrivere

f(Ndy—Mdm) :]((ny,ﬂds

Y Y

(2.32)
per le formule di Gauss—Green = //(&N +o,M)dzdy = // divfdaedy
9 9

dove abbiamo definita la divergenza di f. Per un campo vettoriale f in dimensione d generica,
essa e data da

d
div f(x) = Z i fi(x).

Questa quantita € a volte indicata con V - f, interpretando la scrittura come un “prodotto
scalare” formale tra il vettore V = (8;)L, e f. 1l teorema della divergenza ottenuto dalla formula
di Gauss—Green si generalizza in dimensione d generica e si puo scrivere

(2.33) / (nog, ) ds — / divfd? 2.
29 9
Nella formula precedente, 09 & la frontiera di G e ngg & il versore normale ad essa in un dato

punto, orientato verso l'esterno. Il teorema stabilisce che l’integrale della divergenza di un campo
vettoriale f(x) su G é uguale al flusso del campo attraverso la frontiera di G.

5.3. La formula di Stokes. Una forma differenziale in d = 3 si scrive solitamente usando
la notazione

w=M(z,y,z)dz + N(z,y,2)dy + Q(z,y, 2) d z.

Presenteremo un risultato di importanza analoga al teorema della divergenza nel caso di forme
differenziali in d = 3. Esso riguarda una quantitd legata al campo vettoriale a = (M, N, Q)7
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Ng

Ficura 8. Il teorema di Stokes afferma che la circuitazione di un campo vet-
toriale lungo la frontiera 9% & uguale al flusso del rotore dello stesso campo
attraverso X.

associato alla forma, ovvero il rotore di a,

0yQ — 0N
(2.34) rota= | 0.M — 0,Q
N — Oy M
che talvolta si scrive
rota=V Aa,

intendendo un prodotto vettoriale formale tra a e il vettore V = (9, 0y, 0,).

Sia data ora una superficie regolare § C R3, parametrizzata come x = o(u,v) con (u,v) €
K c R?. Supponiamo di considerare un aperto A C K e che A sia dato da una curva semplice
e chiusa y: chiamiamo ¥ C 8 I'immagine di A attraverso o, e 0¥ 'immagine di OA attraverso la
stessa funzione, parametrizzata come 9o (t) := o(y(t)): assumendo y orientata positivamente, si
dice che 0% & anch’essa orientata positivamente. Il risultato ¢ il seguente.

TEOREMA 5.5 (Stokes). Sia o una superficie di classe €2. Allora

/(rota,n@da:/w.

o oo

Il teorema stabilisce che il flusso del rotore di a é uguale alla sua circuitazione lungo 0%,
ovvero all’integrale di a lungo il bordo di . Indicando con ugy il vettore tangente alla frontiera
0%,

/(V/\a,n(,>da - /(a,uag>ds.
o oo
5.3.1. La formula di Gauss—Green come caso particolare. La formula di Gauss—Green puo
essere reinterpretata come un caso particolare del teorema di Stokes. Supponiamo infatti che la
superficie in questione sia una superficie piatta nel piano, per cui ngy = ez. Allora il teorema di
Stokes si puo scrivere

/(aszayM)da = /wds

o oo
che ¢ proprio il teorema di Gauss—Green.
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