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12 Febbraio 2024

IsTrRUZIONI. Il tempo a disposizione per la risoluzione ¢ di 120 minuti. Ogni quesito corrisponde
ad un numero di punti specificato a fine domanda. Il punteggio minimo per accedere alla prova
orale ¢ 15/30.

EsErcIzio A

Siano date le matrici

1 k2 0 0 1 k
Ml:(k 0)’ M“‘:(l o)’ MS:(O 0)

elementi dello spazio vettoriale Mz 5(R), dipendenti dal parametro reale k > 0.
A1 Sicalcoli M = My M>Mj. Discutere per quali valori di k la matrice M e diagonalizzabile
sul campo dei reali. Specificare se la matrice & invertibile, giustificando la risposta.[6 pt]
A2 Determinare per quali valori di k le tre matrici My, My e M3 sono linearmente dipendenti
nello spazio vettoriale Ms 2(R). [9 pt]
Suggerimento. L’equazione x1 M; + x2Ms + x3M3 = 0242 corrisponde ad un insieme di quattro

equazioni lineari.
EsErcizio B

Si consideri una superficie elicoidale o : K — R3, parametrizzata come segue

UCOSV
o(u,v) = [ usinv |, K: {(u,v) € R?*:u €0,1], v €0,4n]}
v
e rappresentata in figura.
B1 Calcolare l'area di o. [8 pt]
Suggerimento. Per z > 0, fOZ Vita2dz =1 (Z\/,22 +14+ arcsinh(z)).

B2 Si consideri la curva giacente sulla superficie a distanza fissa u € [0, 1] dall’asse z

Yu(t) = o (u,t), Yu: [0,47] — R3.

Dire se la curva é regolare e se ne calcoli la lunghezza in funzione di u. E possibile fissare
una distanza u tale per cui la lunghezza sia 27?7 Giustificare la risposta. [7 pt]




SOLUZIONE

Esercizio A.
A1 Eseguendo il prodotto si trova che

k> k3)
M= < 0 0
Risolviamo det(M — Al3) = 0, ovvero
Ak? —X) =0.

Essendo k > 0, allora esistono due autovalori distinti
AL =0, Ao = k?
e la matrice M ¢ quindi diagonalizzabile. La matrice tuttavia non ¢ mai invertibile, essendo
det(M) = 0 per ogni valore di k.
A2 M, e M5 sono linearmente dipendenti se x1 M7 + xoMs + x3M3 = 0545 per una terna
(21,2, 23) di valori non tutti nulli. Cio significa che
I +£L’3 kzl'l +k1’3>

0 0
( ) =x1 My + 2o Mo 4 v3 M3 = (kxl ¥ 2o 0

0 0

ha soluzioni non triviali, ovvero tali per cui (x1,z2,23) # (0,0,0). La relazione sopra
corrisponde a quattro equazioni lineari, ovvero

xr] +x3 = 0,

kxi +x9 =0,

k2x, + x3 =0,

0=0.
Ignorando ’equazione triviale 0 = 0, possiamo scrivere un sistema di tre equazioni in tre
incognite nella forma matriciale

1 0 1 T1 0

k‘z 0 k& i) = 0

k 1 0 T3 0
A

Perché esistano soluzioni non triviali, deve essere det(A) = k? — k = 0, ovvero (ricordando
che k > 0) k= 1.
Esercizio B.
B1 Per calcolare 'integrale di superficie calcoliamo

cos v —usinv
8u0'(u,v): (SiISU), &,a(u,v): ( uc?sv ),
e quindi

Ouo (u,v) A Oyo(u,v) = (—Sicrégv> = ||Ouo (u, v) A Oyo(u,v)|| =1+ u2.

La superficie ha quindi area

1
A://H@ua(u,v)/\auo(u,v)Hdudv:471'/\/1+u2du:2ﬂ' (\/§+arcsinh(1)>.
x 0

B2 La curva ha parametrizzazione

wcost

. —usint .
(1) = (WSRE), te(04n) = 4(t) = ( e ) = [Fu(®)] = V1I+ a2 >0

per cui la curva ¢ regolare. La sua lunghezza &

ar 4w
(va) = / ()] dt = VI +u2/dt —dn/T+ a2,
0 0
Per trovare una distanza u tale per cui £(v,) = 2w, occorre risolvere 'equazione 47 =
V1+u? =21 = u? = —3/4, che non ha soluzione nei reali, per cui la curva suggerita non
¢ costruibile.
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